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Abitur 2023 Mathematik Stochastik III

Die vier Seiten eines regelméfliigen Tetraeders sind mit den Zahlen 1, 2, 3 und 4 durchnum-
meriert. Das Tetraeder wird fiinfmal geworfen.

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)
Geben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis an, dessen Wahrscheinlichkeit mit dem

3\ 5
Term <Z> berechnet werden kann, und begriinden Sie Thre Angabe.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet werden kann,
dass jede Zahl mindestens einmal erzielt wird.

Im Dezember 2021 wurden in Norwegen rund 14 000 Pkw neu zugelassen.
In einer vereinfachten Ubersicht sind die Anteile der verschiedenen Antriebsarten an diesen
Neuzulassungen dargestellt:

Pkw mit Elektromotor Pkw ohne Elektromotor (Verbrenner)
rein elektrisch | Plug-in-Hybrid Benzin Diesel Sonstige
65 % 25% 3% 4% 3%

Fiir eine Untersuchung werden aus diesen Neuzulassungen 200 Fahrzeuge zufiillig ausgewihlt
und deren Besitzer nach den Griinden fiir die Wahl der Antriebsart befragt. Da aus einer
groflen Anzahl von Fahrzeugen nur verhéltnisméBig wenige ausgewéhlt werden, wird das Ur-
nenmodell ,,Ziehen mit Zuriicklegen verwendet.

Teilaufgabe Teil B 1la (4 BE)

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

D: ,Unter den ausgewihlten Pkw befinden sich sieben oder acht Verbrenner mit Die-
selmotor.“

E: ,Unter den ausgewihlten Pkw befinden sich mehr als 135 mit rein elektrischem Antrieb.“
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Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)
Geben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis an, dessen Wahrscheinlichkeit mit dem

25
200 )
Term Z ( k > -0,1F - (1 -0, 1)2004C berechnet werden kann.
k=0

Teilaufgabe Teil B 1c (2 BE)

Die Zufallsgrofie X beschreibt die Anzahl der Pkw mit Elektromotor unter den ausge-
wihlten Fahrzeugen. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von
X.

Teilaufgabe Teil B 1d (3 BE)

Fiir einen bestimmten Wert n € {1;2;3;...} werden fiir p €]0;1[ die binomialverteilten
ZufallsgroBen Z, mit den Parametern n und p betrachtet. Weisen Sie nach, dass unter
diesen Zufallsgréfien diejenige mit p = 0,5 die grofite Varianz hat.

Teilaufgabe Teil B 1e (3 BE)

Aus den neu zugelassenen Pkw mit Elektromotor werden 40 Fahrzeuge zufillig ausge-
wiithlt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich darunter genau zehn Plug-
in-Hybride befinden.

Teilaufgabe Teil B 2 (5 BE)

In Deutschland waren zu Beginn des Jahres 2021 etwa 320 000 Pkw mit rein elektrischem
Antrieb und 280 000 Plug-in-Hybride zugelassen, also insgesamt etwa 600 000 Pkw mit
Elektromotor. Der Anteil der Pkw mit Elektromotor am Gesamtbestand aller in Deutsch-
land zugelassenen Pkw betrug rund 1,2 %. Bestimmen Sie die Anzahl der Pkw, die aus
diesem Gesamtbestand mindestens zufillig ausgewéhlt werden miissen, damit mit einer
Wabhrscheinlichkeit von mehr als 97 % mindestens ein Pkw mit rein elektrischem Antrieb
darunter ist.

Ein Autozulieferer hat zwei Betriebsstandorte A und B. Die Zahl der Beschéftigten am Stand-
ort A ist viermal so grofl wie am Standort B. 60% aller Beschiftigten des Autozulieferers haben
sich fiir den Kauf eines Jobtickets entschieden, mit dem die Firma die Nutzung des 6ffentlichen
Personennahverkehrs fiir den Weg zur Arbeit fordert.

Teilaufgabe Teil B 3a (2 BE)
Bestimmen Sie unter der Annahme, dass der Anteil der Beschiftigten mit einem Jobticket

an beiden Standorten gleich ist, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig ausgewihlter
Beschiftigter des Autozulieferers am Standort B arbeitet und kein Jobticket besitzt.
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Teilaufgabe Teil B 3b (3 BE)

Tatséchlich ist der Anteil der Beschiiftigten mit einem Jobticket an beiden Standorten
unterschiedlich; am Standort B besitzt nur die Hélfte der Beschiftigten ein Jobticket.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig ausgewéhlter Beschéftigter
des Autozulieferers, der ein Jobticket besitzt, am Standort A arbeitet.
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Loésung

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Die vier Seiten eines regelméafBigen Tetraeders sind mit den Zahlen 1, 2, 3 und 4 durch-
nummeriert. Das Tetraeder wird fiinfmal geworfen.

Geben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis an, dessen Wahrscheinlichkeit mit dem

5
Term (Z) berechnet werden kann, und begriinden Sie Thre Angabe.

Losung zu Teilaufgabe Teil A a

Ereignis beschreiben

»Es wird keinmal die Zahl 1 erzielt“

1 3
Bei jedem der 5 Wiirfe betriigt die Wahrscheinlichkeit, nicht eine 1 zu erzielen, p=1— - = —

4 4

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet werden kann,
dass jede Zahl mindestens einmal erzielt wird.

Losung zu Teilaufgabe Teil A b

Wahrscheinlichkeit

E : , jede Zahl mindestens einmal“
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Fiir eine Untersuchung werden aus diesen Neuzulassungen 200 Fahrzeuge zufillig ausge-
Erlduterung: wéhlt und deren Besitzer nach den Griinden fiir die Wahl der Antriebsart befragt. Da
aus einer groflen Anzahl von Fahrzeugen nur verhiltnisméfig wenige ausgewiihlt werden,

Wenn alle Zahlen mindestens einmal erzielt werden, dann wird eine Zahl zwei Mal wird das Urnenmodell , Ziehen mit Zuriicklegen® verwendet.

gewiirfelt.
1. Wurf: Besti Lo . . S
4 estimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
Jede Zahl darf erzielt werden = p= 1= 1
D:  Unter den ausgewihlten Pkw befinden sich sieben oder acht Verbrenner mit Die-
2. Wurtf:

1 selmotor.“
Die gleiche Zahl aus dem 1. Wurf wird erzielt =p= 1

E: ,Unter den ausgewéhlten Pkw befinden sich mehr als 135 mit rein elektrischem An-

3. Wurf: - trieb.«
Alle Zahlen, aufler die aus dem 1. bzw. 2. Wurf, werden erzielt =p=1-— 11
Losung zu Teilaufgabe Teil B 1a
4. Wurf:
Alle Zahlen, aufer die aus dem 2. Wurf und 3. Wurf, werden erzielt = p = Z Binomialverteilung
5. Wurf: n = 200

Die letzte noch nicht gewiirfelte Zahl wird erzielt = p= 1

4 pE = P(,Verbrenner mit Dieselmotor” ) = 0, 04
Es gibt verschiedene Mboglichkeiten, wie eine Zahl 2-Mal erzielt wird, z.B.
beim 1. und 2. Wurf oder auch beim 2. und 5. Wurf. pp = P(,rein elektrisch* ) = 0,65

Es gibt 9 Mboglichkeiten, aus den 5 Wiirfen 2 auszuwéhlen, bei denen die gleiche

Zahl gewtirfelt wird. Erlduterung: Bernoulli-Kette

Das Zufallsexperiment kann als Bernoulli-Kette der Linge n = 200 (Anzahl Pkw)
mit der Trefferwahrscheinlichkeit pr angesehen werden.
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P(D) = PI%(X =7) + P2%(X = 8) 2 0,14172 + 0,14246 = 0,28418

Teilaufgabe Teil B 1a (4 BE
crauigabe Lel a( ) Erlduterung: Bernoulli-Kette

Im Dezember 2021 wurden in Norwegen rund 14 000 Pkw neu zugelassen.
In einer vereinfachten Ubersicht sind die Anteile der verschiedenen Antriebsarten an die-
sen Neuzulassungen dargestellt:

Das Zufallsexperiment kann als Bernoulli-Kette der Linge n = 200 (Anzahl Pkw)
mit der Trefferwahrscheinlichkeit pp angesehen werden.

P(E) = P33 (X > 135)

Pkw mit Elektromotor Pkw ohne Elektromotor (Verbrenner)
rein elektrisch | Plug-in-Hybrid Benzin Diesel Sonstige
65 % 25% 3% 4% 3%
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Erlduterung: Gegenereignis

Wahrscheinlichkeiten des Typs P(mind. 1 Treffer) kénnen meist leicht iiber das
Gegenereignis bestimmt werden.

P(mind. 1 Treffer) = 1 — P(kein Treffer)

P(E) =1 - P3%(X < 135) = 1 - 0,79183 = 0,20817

Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)
Geben Sie im Sachzusammenhang ein Ereignis an, dessen Wahrscheinlichkeit mit dem

25

2

Term Z ( 20> 20,17 - (1 = 0,1)%* berechnet werden kann.
k=0

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1b

Ereignis beschreiben

Hochstens 25 Fahrzeuge besitzen keinen Elektromotor.

Erlduterung: Bernoulli-Kette

2
2 .
T < 20) 20,15 (1 - 0,1)20F = P2O(x < 25)
k=0

An dem Term erkennt man:
- n =200
-k=25

- p=0,1=1-(0,6540,35) ist die Trefferwahrscheinlichkeit fiir ein Fahr-
zeug ohne Elektromotor.

- X <25 = hochstens 25 Treffer

Teilaufgabe Teil B 1c (2 BE)

Abitur Bayern 2023 Stochastik I1T

http://www.abiturloesung.de/ Seite 8

Die Zufallsgréfie X beschreibt die Anzahl der Pkw mit Elektromotor unter den ausge-
wéhlten Fahrzeugen. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung
von X.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1c

Erwartungswert einer Zufallsgréfle

n = 200; p=0,65+0,25=0,9

Erlduterung: Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsgrifie

Ist X binomialverteilt, dann gilt :

Erwartungswert von X : p=mn-p

w=200-0,9 =180
Standardabweichung einer Zufallsgrdfie

0 =1/200-0,9-0,1=4,24

Erlduterung: Standardabweichung einer Zufallsgrifie

Ist X binomialverteilt, dann gilt :

Standardabweichung (Streuung) von X: oc=\n-p-q

Teilaufgabe Teil B 1d (3 BE)

Fiir einen bestimmten Wert n € {1;2;3;...} werden fiir p €]0; 1] die binomialverteilten
ZufallsgroBen Z, mit den Parametern n und p betrachtet. Weisen Sie nach, dass unter
diesen ZufallsgréBien diejenige mit p = 0,5 die grofite Varianz hat.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1d

Varianz einer Zufallsgrifie

Var (Zp) =n-p- (1= p)
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Erlduterung: Varianz einer binomialverteilten Zufallsgrifle

Ist X binomialverteilt, dann gilt fiir die Varianz von X:
Var(X) =n-p-(1-p)

n = Linge der Bernoulli-Kette
p = Trefferwahrscheinlichkeit

Der Graph der Funktion p — n-p- (1 —p) ist eine nach unten gedffnete Parabel mit Null-
stellen 0 und 1. Der Scheitelpunkt (Hochpunkt) liegt zwischen den 2 Nullstellen, also bei
p=0,5.

Teilaufgabe Teil B le (3 BE)

Aus den neu zugelassenen Pkw mit Elektromotor werden 40 Fahrzeuge zufillig ausge-
wiithlt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich darunter genau zehn Plug-
in-Hybride befinden.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1le

Bedingte Wahrscheinlichkeit

FE : ,Pkw mit Elektromotor*
H : ,Plug-in-Hybrid“
R : ,rein elektrisch®

Aus der Tabelle der Angaben: P(ENH) =0,25; P(ENR) = 0,65

Erlduterung: Bedingte Wahrscheinlichkeit
P(ANB)
P(A)

Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts geteilt durch die Wahrscheinlichkeit
der Bedingung.

P(B) =

Hinweis: P(ANB) = P(BN A)

= PEOH) _ 0,25 E (Trefferwahrscheinlichkeit)

Pp(H = =
=(H) P(E) 0,25+0,65 18
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Wahrscheinlichkeit

n:40;p:%

Erlduterung: Bernoulli-Formel

Die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer bei n Versuchen zu erzielen betriigt:
P(k Treffer) = P(Z = k) = (:) P —p)nF
Dabei ist:

n = Anzahl der Versuche

k = Anzahl der Treffer

p = Wahrscheinlichkeit eines Treffers pro Versuch
1 — p = Wahrscheinlichkeit einer Niete pro Versuch

40 5\ 5\
400y _ _ 2 12 ~ 0
pror == () (2)" (12 2)" < 1

Teilaufgabe Teil B 2 (5 BE)

In Deutschland waren zu Beginn des Jahres 2021 etwa 320 000 Pkw mit rein elektrischem
Antrieb und 280 000 Plug-in-Hybride zugelassen, also insgesamt etwa 600 000 Pkw mit
Elektromotor. Der Anteil der Pkw mit Elektromotor am Gesamtbestand aller in Deutsch-
land zugelassenen Pkw betrug rund 1,2 %. Bestimmen Sie die Anzahl der Pkw, die aus
diesem Gesamtbestand mindestens zufiillig ausgewihlt werden miissen, damit mit einer
Wabhrscheinlichkeit von mehr als 97 % mindestens ein Pkw mit rein elektrischem Antrieb
darunter ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2

Binomialverteilung

Anteil der Pkw mit rein elektrischem Antrieb:

320.000

e = 9
320.000 + 280.000 1,2% = 0,64%

Text analysieren und Daten herauslesen:
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,Bestimmen Sie die Anzahl der Pkw... = n ist gesucht
¢ ... mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 97%...“ = P >0,97

“ ... mindestens ein Pkw mit rein elektrischem Antrieb “ = X>1

Es muss also gelten:

Erlduterung: Bernoulli-Kette

Das Zufallsexperiment kann als Bernoulli-Kette der Linge n (Pkw aus dem Gesamt-
bestand) mit der Trefferwahrscheinlichkeit 6,4% angesehen werden.

Fglooga(X > 1) > 0,97

Erlduterung: Gegenereignis

Wahrscheinlichkeiten des Typs P(mind. 1 Treffer) kénnen meist leicht iiber das
Gegenereignis bestimmt werden.

P(mind. 1 Treffer) = 1 — P(kein Treffer)

1 — Pgooea(X =0) > 0,97 | -1
—Plooea(X = 0) > —0,03 | -(-1)
(da die Ungleichung durch eine negative Zahl geteilt wird, &ndert sich das Relationszeichen)

Fyloosa(X =0) < 0,03
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Erlduterung: Bernoulli-Formel

Die Wahrscheinlichkeit genau k Treffer bei n Versuchen zu erzielen betrigt:

n

P(k Treffer) = P(Z = k) = (k) I
Dabei ist:

n = Anzahl der Versuche

k = Anzahl der Treffer

p = Wahrscheinlichkeit eines Treffers pro Versuch
1 — p = Wahrscheinlichkeit einer Niete pro Versuch

Spezialfall k = 0:

P(0 Treffer) = B(Z = 0) = () - " -(1=p)""°
1’ 1

= P(0 Treffer) = (1 — p)"

(1-0,0064)" < 0,03

0,9936™ < 0,03

Erlduterung: Rechenweg

n >

=

0,9936" < 0,03 | 1In()
In (0,9936™) < In(0, 03)
n-1n(0,9936) < 1n(0,03) |  :1n(0,9936)

(da die Ungleichung durch eine negative Zahl geteilt wird, #ndert sich das
Relationszeichen)

1n(0,03)
1n(0, 9936)

1n(0, 03)
1n(0, 9936)

n > 547 (Pkw)

~ 546,14
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Teilaufgabe Teil B 3a (2 BE)

Ein Autozulieferer hat zwei Betriebsstandorte A und B. Die Zahl der Beschiftigten am
Standort A ist viermal so grofi wie am Standort B. 60% aller Beschiiftigten des Auto-
zulieferers haben sich fiir den Kauf eines Jobtickets entschieden, mit dem die Firma die
Nutzung des 6ffentlichen Personennahverkehrs fiir den Weg zur Arbeit fordert.

Bestimmen Sie unter der Annahme, dass der Anteil der Beschiftigten mit einem Jobticket
an beiden Standorten gleich ist, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig ausgew#hl-
ter Beschiftigter des Autozulieferers am Standort B arbeitet und kein Jobticket besitzt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3a

Wahrscheinlichkeit

A: ,arbeitet am Standort A“
B: ,arbeitet am Standort B¢
J: ,hat ein Jobticket®

Erlduterung:

Wenn P(B) = z ist und nach Angabe P(A) = 4z, dann ergibt sich aus (es gibt nur
diese zwei Standorte)

P(A)+P(B) =1,

1
dass x +4x =1, also z = 5

Erlduterung: Bedingte Wahrscheinlichkeit

Aus der Annahme, dass der Anteil der Beschiftigten mit Jobticket an beiden
Standorten gleich ist, folgt:

Pa(J) = Pp(J) = P(J) = 0,6

Pp(7)=1-Py(J)=0,4
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P (BNJ)=P(B)-Pg(J)=0,2-(1-0,6) =8%

Teilaufgabe Teil B 3b (3 BE)

Tatséchlich ist der Anteil der Beschéftigten mit einem Jobticket an beiden Standorten
unterschiedlich; am Standort B besitzt nur die Hilfte der Beschiftigten ein Jobticket.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig ausgewéhlter Beschéftigter
des Autozulieferers, der ein Jobticket besitzt, am Standort A arbeitet.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3b
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Baumdiagramm erstellen

A: ,arbeitet am Standort A“
B: ,arbeitet am Standort B¢
J: ,hat ein Jobticket®

P(J) = 60% = 0,6

Pg(J)=Pp (J) =0,5

PUJ)=0,6
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Erlduterung: 1. Pfadregel, 2. Pfadregel

2. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
gleich der Summe der fiir dieses Ereignis zugehorigen Pfadwahrscheinlichkeiten.

In diesem Fall: P (J)=P (AnJ)+ P (BNJ)

1. Pfadregel: In einem Baumdiagramm ist die Wahrscheinlichkeit eines Er-

eignisses gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten ldngs des zugehorigen
Pfades.

In diesem Fall:

P(ANJ)=P(A)- Py (J) =08z

0,6 =0,8¢+0,2-0,5

0,82 =0,5
L?
8
Wahrscheinlichkeit
P(AnJ) 0,8-2 5
PiA)=—_“/_ 2~ 8 _°
s(4) P(J) 0,6 6

Erlduterung: Bedingte Wahrscheinlichkeit

P(ANB)

Py(B) = ———
AB) = —pa)

Die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts geteilt durch die Wahrscheinlichkeit
der Bedingung.

Hinweis: P(ANB) = P(BN A)
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