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Abitur 2023 Mathematik Geometrie VI

Gegeben sind die Punkte A(3|55) und B(1]1|1) sowie die Geraden g und h, die sich in B

1
schneiden. Die Gerade g hat den Richtungsvektor | 2 |, die Gerade h den Richtungsvektor
2
1
0
0

Teilaufgabe Teil A a (1 BE)
Weisen Sie nach, dass A auf g liegt.
Teilaufgabe Teil A b (4 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten zweier Punkte C' und D so, dass C auf h liegt und das
Viereck ABCD eine Raute ist.

Die Abbildung zeigt den Kérper ABCDEF mit A(6]3|0), B(0]6]0), C(3]0]0), D(6|3]6), £(0|6|6)
und F(3]0[12).
Die Punkte D, E und F liegen in der Ebene L.

http://www.abiturloesung.de/ Seite 2
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Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

Ermitteln Sie eine Gleichung von L in Koordinatenform.
(zur Kontrolle: 2z + 4z9 + 3z3 — 42 = 0)

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Bestimmen Sie die Grofie des Winkels, den L mit der z1 2o-Ebene einschlief3t.
Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Der Fliacheninhalt des Dreiecks ABC kann mit dem Term 6 - 6 — 1 -3-3—-2- 1 -3-6 be-

rechnet werden. Veranschaulichen Sie diese Tatsache durch geeignete Eintragungen in der
Abbildung.

Teilaufgabe Teil B d (3 BE)
Berechnen Sie das Volumen des Kérpers ABCDEF.

Teilaufgabe Teil B e (4 BE)

Die Ebene Ny enthilt die z3-Achse und den Punkt Py (1 — k|k|0) mit k& €]0;1[. Welche
Kanten des Korpers von Ny, geschnitten werden, ist abhéngig von k. Durchlauft £ alle
Werte zwischen 0 und 1, so gibt es Bereiche Ja;b[, fiir die jeweils gilt, dass N}, fiir alle
Werte von k €a; b[ die gleichen Kanten des Korpers schneidet. Bestimmen Sie den grofiten
dieser Bereiche und geben Sie die zugehodrigen Kanten an.

Teilaufgabe Teil B f (5 BE)

Auf der Kante [AD] liegt der Punkt @, auf der Kante [BE] der Punkt R(0|6|2). Das Dreieck
FQR hat in @ einen rechten Winkel. Bestimmen Sie die x3-Koordinate von Q.
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Teilaufgabe Teil B g (3 BE)

Der Korper wird so um die Gerade AB gedreht, dass der mit D bezeichnete Eckpunkt
nach der Drehung in der z; xo-Ebene liegt und dabei eine positive zo-Koordinate hat. Die
folgenden Rechnungen liefern die Losung einer Aufgabe im Zusammenhang mit der be-
schriebenen Drehung:

6 0 6 3
3 ol 6 ]+x[ =3]=|0]|=0«< rx=0,8 dh S(4,83,60)
0 0 0 0

73153 (o
1

Formulieren Sie eine passende Aufgabenstellung und geben Sie die Bedeutung von S an.

Abitur Bayern 2023 Geometrie VI
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Loésung

Teilaufgabe Teil A a (1 BE)
Gegeben sind die Punkte A(3|5/5) und B(1]|1|1) sowie die Geraden g und h, die sich in B

1
schneiden. Die Gerade g hat den Richtungsvektor | 2 |, die Gerade h den Richtungs-
2
1
vektor | 0
0
Weisen Sie nach, dass A auf g liegt.
Losung zu Teilaufgabe Teil A a
Lagebeziehung Punkt und Gerade
B
A
g
h
A(3I5[5), B(1]1]1)
. 1
RVy=| 2 Richtungsvektor der Geraden g
2
1 3 -2 1
AeB-A=|1=-(5]=-a]==212
1 5 —4 2
N——
RV,
= A€y
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Teilaufgabe Teil A b (4 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten zweier Punkte C und D so, dass C' auf h liegt und das
Viereck ABCD eine Raute ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil A b

Geradengleichung aufstellen

A(3]5]5), B(1]1]1)

1
ﬁh =10 Richtungsvektor der Geraden h
0

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade g ist durch einen Ortsvektor ? und cinen Richtungsvektor o
eindeutig bestimmt:

g:?=?+,u'7 ,weR

Wenn hier B als Aufpunkt genommen wird, dann ist § der Ortsvektor
(des Aufpunkts) der Geraden h.

1 1
hX=(1)+x[o0
1 0

Ldnge einer Strecke

Abitur Bayern 2023 Geometrie VI

Ceh = C@1+)A11)

14 A 1 A
BC=C-B=| 1 |=[1]=]o0
1 1 0

Erlduterung: Eigenschaften einer Raute

Eine Raute ist ein Viereck mit folgenden Eigenschaften:
- alle Seiten sind gleich lang

- gegeniiberliegende Seiten sind einander parallel

- gegeniiberliegende Winkel sind gleich grof3

- die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander
- die Diagonalen halbieren sich gegenseitig

Es muss gelten: ‘ﬁ‘ = ‘]ﬁ‘

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Linge (bzw. der Betrag) | @| cines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as
al al
7= a2 ||= ay | =y/a}+d}+d3
as as
-2
‘ﬁ‘ =|| -4 ||=VA+16+16=v36=6
—4

&= 0] =vi—o

= zB.A=6
= CO(7]11)

Lage eines Punktes
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D=4+BC

3 1 3 6 9

D=5 |+t ]-({1]l=(5]+[0]=](>5 /
5 1 1 5 0 5 x,

D(9I5/5)

Ermitteln Sie eine Gleichung von L in Koordinatenform.

(zur Kontrolle: 2z + 4z9 + 3z3 — 42 = 0)
Teilaufgabe Teil B a (4 BE) Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Die Abbildung zeigt den Kérper ABCDEF mit A(6]3|0), B(0/6]0), C(3]0|0), D(6/3]6), )
E(0/6/6) und F(3]0[12). Ebene aus drei Punkte
Die Punkte D, E und F liegen in der Ebene L.
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D(6]3]6), E(0]6]6), F(3|0/12)

Richtungsvektoren der Ebene L bestimmen:

0 6 —6

DE—E-D=|6|-[3]|=] 3
6 6 0
3 6 -3

DE—F-D=[ 0 |-|3]=] -3
12 6 6

D sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene L.
Ebenengleichung in Normalenform

Normalenvektor n-z der Ebene L bestimmen:

Abitur Bayern 2023 Geometrie VI
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Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor ﬁ, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

o ay by az - bz —az - by
7><b: as X b2 = a3-b17a1-b3
as b3 ay by —az-b
—6 -3 18—-0 18 2
DExDF=[ 3 |x| -3 ]|=(0+36|=36|=09.[4
0 6 18+9 27 3

Erlduterung: Vereinfachen

Die Lénge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.

1
Hier wird der Normalenvektor mit 5 multipliziert.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

1 2 2
> =594 =4
3 3

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) bendtigt.

E:ﬁgo?:ﬁgo?

Hier (D ist Aufpunkt):
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2 6 0
L:| 4 |o )_g =14 |o| 3 Normalenvektor der x1 xo-Ebene: =0
3 3 6 1
4 B
L+ 22y 4+ dwy + 3wy = 12+ 12+ 18 Erlduterung: Winkel zwischen zwei Vektoren

L:2x) 4+ 4z + 323 —42=0

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)

Bestimmen Sie die Grofie des Winkels, den L mit der z1 2o-Ebene einschlief3t.

Losung zu Teilaufgabe Teil B b

Winkel zwischen zwei Ebenen

Der Winkel a zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den
Normalenvektoren 7z und 7i¢: .

Winkel ¢ zwischen den Normalenvektoren der Ebene L und der z; x2-Ebene bestimmen:

Erlauterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren

Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und ?
Tob = || - ‘_b)’ -cos £ (7,?)
—_———

a

L
folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
—
dob
cosa = ———7
¢ @l |7
-Ebene \
X (Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)
L:2x1+4x0+ 323 —42=0 2 0
4 |of O
2 3 1
— — cosp=——>—— 1
Normalenvektor nf der Ebene L: nj = 4 2 0
3 4 . 0
3 1
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ai
Die Linge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
as
2
al al
@l =1 a2 ||= ag | =+/a}+a3+ad}
as as
0
Fiir den Richtungsvektor der z7 zo-Ebene =0 gilt z.B:
1
|7 =V02+02+12=1
s 0043 3
4 V224424321 V29
3
-1 o
= = cos ~ 56,15
7 <¢29>
Erlduterung:
Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE) Flache Rechteck: 6-6
. . . 1
Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC kann mit dem Term 6-6 — ~-3.3 2. % 3.6 Flche Dreieck links: 5 -3 -3

berechnet werden. Veranschaulichen Sie diese Tatsache durch geeignete Eintragungen in
der Abbildung.

Fléche oberes und rechtes Dreieck: 2 -

1
2

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Fldchenberechnung

Teilaufgabe Teil B d (3 BE)

Berechnen Sie das Volumen des Koérpers ABCDEF.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Volumen eines geometrischen Korpers
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Erlduterung: Volumen einer Pyramide

v Kérper

>

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Héhe h hat ein Volumen von:

In diesem Fall ist die Grundfléiche das Dreieck ABC und die Hohe die z3-Koordinate
des Punktes F' minus die z3-Koordinate des Punktes D.

1 1 1
Vi ide=--G-h=-A -6=--81=27FE
Erlduterung: Volumen eines Prismas Pyramide = 3 3“iABC 3

Das Volumen V eines Prismas mit Grundflache G und Hohe h ist gegeben durch: Vicorper = 81 + 27 = 108 FE
V=G-h

In diesem Fall ist die Grundfliche das Dreieck ABC und die Hohe die wz3-
Koordinate des Punktes D. Teilaufgabe Teil B e (4 BE)

Der Flécheninhalt des Dreiecks ist aus Teil B Teilaufgabe ¢ bekannt.
or Flachenmiall des Hreiecks 15t ats 1ol Catigabe ¢ bekani Die Ebene N enthilt die 23-Achse und den Punkt Py(1 — k|k|0) mit & €]0;1[. Welche

Kanten des Korpers von Ny geschnitten werden, ist abhéngig von k. Durchliauft & alle

1 1 Werte zwischen 0 und 1, so gibt es Bereiche ]a;b[, fiir die jeweils gilt, dass Ny, fiir alle

Vprisma = G -h = Aapc - 6 = <6 66— 3 3-3-2- 3 3- 6> -6=381FE Werte von k €]a; b die gleichen Kanten des Korpers schneidet. Bestimmen Sie den gréBten
dieser Bereiche und geben Sie die zugehodrigen Kanten an.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Geradengleichung aufstellen

Abitur Bayern 2023 Geometrie VI © Abiturloesung.de
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Gerade g druch O und A bestimmen:

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor o

eindeutig bestimmt:

g:Y:?Jru-? ,weER

(=)

Wenn hier O als Aufpunkt genommen wird, dann ist 8 =10

(des Aufpunkts) der Geraden g.

6
g:?:/\- 3

0
Lage eines Punktes

1-k

B
Il
>

Pr.eg —

der Ortsvektor

Abitur Bayern 2023 Geometrie VI
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1—k = 6
k=3 = x=%
0 =0

k
1-k=6 -
3

Lagebeziehung Gerade und Ebene
1

Bereich: ] -1 [
3

Kanten: [AB], [DE], [CB], [EF]
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Erlduterung:

Uberlegungen:

1. Fir k=0 liegt Py auf der xj-Achse. Die Ebene Ny ist somit die zx3-
Ebene (sie enthélt ja die x3-Achse).

2. Fir k=1 liegt P, auf der xz3-Achse. Die Ebene N; ist somit die o x3-
Ebene (sie enthiilt ja die z3-Achse).

3. Ldsst man k& von 0 bis 1 laufen, so dreht sich die x; x3-Ebene gegen den
Uhrzeigersinn, bis sie die zgx3-Ebene erreicht. Dabei schneidet Nj verschiede

Kanten des Korpers.

4. Am Anfang der Rotation schneidet N die Kanten [AC], [BC], [DF| und

1
5. Fir k = 3 enthélt N den Punkt A.
1
6. Fir k> 3 schneidet Ny die Kanten [AB], [DE], [CB] und [EF].

1
7. Fir O<k<§ schneidet Nj immer dieselben Kanten (s. Punkt 4). Fiir

1
3 < k < 1 schneidet Nj auch immer dieselben Kanten (s. Punkt 5)

Gefragt ist, welcher der Bereiche der grofite ist (von der Linge). Das ist der

Bereich } —:1 {

i1 { schneidet Ny die Kanten [AB], [DE], [CB] und [EF].

ol m WOl =

Fijrke}

Teilaufgabe Teil B f (5 BE)

Auf der Kante [AD] liegt der Punkt @, auf der Kante [BE| der Punkt R(0|6|2). Das
Dreieck FQR hat in @ einen rechten Winkel. Bestimmen Sie die x3-Koordinate von Q.

Losung zu Teilaufgabe Teil B f

Geradengleichung aufstellen

Abitur Bayern 2023 Geometrie VI
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Gerade gap druch A und D aufstellen:

6 6 0
AMW=D-A=[3]-|3]=]0o
6 0 6

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade g ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor v
eindeutig bestimmt:

g:?:?er-? ,weER

Wenn A als Aufpunkt genommen wird, dann ist Z der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden gap.

Lage eines Punktes

© Abiturloesung.de



Seite 21 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Qegap = Q6]3[6p)

Lagebeziehung von Vektoren

3 6 -3
QGF-F-g=[ o0 |- 3 |= -3
12 6 12 — 6p
0 6 -6
QR=FR-G=[6|-( 3 |=[ 3
2 6 2—6u

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist
gleich Null.

Q?o(ﬁ:[)
-3 —6

-3 ° 3 =0
12— 6p 2—6p

Erlauterung: Skalarprodukt

a by
—
Das Skalarprodukt zweier Vektoren o~ as und b = by ergibt sich aus
as b3

der Summe der Produkte der Komponenten der Vektoren.
- al bl
70[): as o by =ay-by+as-bs+asz-bs
as bs
18 =9+ (12—6p) - (2—6u) =0
9424 — 72— 121+ 362 =0
36p% — 84433 =0 |:3

122 =28 +11=0

Abitur Bayern 2023 Geometrie VI
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(28 (-28)" — 41211 984 256 28416
H2 = 2-12 T u T u
_u 1
M= M2 =
1
T3 =6- 5= 3

Teilaufgabe Teil B g (3 BE)

Der Korper wird so um die Gerade AB gedreht, dass der mit D bezeichnete Eckpunkt
nach der Drehung in der x; zo-Ebene liegt und dabei eine positive zo-Koordinate hat.
Die folgenden Rechnungen liefern die Losung einer Aufgabe im Zusammenhang mit der
beschriebenen Drehung:

6 0 6 3
=3 ol 6 |+a| =3|-|0]]|=0< A=08 dh S(4,83,6/0)
0 0 0 0

7o [es) [ o
1

Formulieren Sie eine passende Aufgabenstellung und geben Sie die Bedeutung von S
an.

Losung zu Teilaufgabe Teil B g

Lage eines Punktes
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X3

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist
gleich Null.

6 0 6 3
-3 ]o 6 | +A -3 ]1-10 =0
0 0 0 0
~—— ~——
AB B
L Punkt S auf Gerade AB E
cs$
0
7-3+ [ [
1

——
Richtungsvektor z3-Achse

Vektor der Lénge |K§ der in z3-Richtung zeigt

Der Punkt, der aus dem Punkt C' nach der Drehung entsteht, wird mit 7" bezeichnet. Berech-
nen Sie die Koordinaten von 7T'.
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S ist der Lotfuipunkt von C auf [AB].
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