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Abitur 2022 Mathematik Stochastik IV

Die Abbildung zeigt das Netz eines Wiirfels, von dem nur drei Seiten beschriftet sind.

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Der Wiirfel wird so lange geworfen, bis die Zahl 1 zum ersten Mal erzielt wird. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau viermal gewiirfelt wird.

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)
Die drei leeren Seiten des Wiirfels sollen jeweils mit einer positiven geraden Zahl beschriftet
werden. Ermitteln Sie eine Moglichkeit fiir die Beschriftung dieser drei Seiten, sodass bei

einmaligem Werfen des Wiirfels der Erwartungswert fiir die erzielte Zahl 3 betrégt.

Die SMV eines Gymnasiums initiierte im vergangenen Schuljahr die Aktionen ,,Baumpaten-
schaft und ,,Umweltwoche*.

Mit einer Umfrage auf dem Schulfest wird der Bekanntheitsgrad der beiden Aktionen ermittelt.
Von den Befragten kennt jeder Fiinfte die Aktion ,,Baumpatenschaft®. 24% der Befragten ken-
nen keine der beiden Aktionen; die Aktion ,,Umweltwoche* kennen 30% der Befragten nicht.
Aus den Befragten wird eine Person zufillig ausgewihlt. Betrachtet werden folgende Ereig-
nisse:

B: ,Die Person kennt die Aktion 'Baumpatenschaft’.“
U: ,Die Person kennt die Aktion 'Umweltwoche’.“

Teilaufgabe Teil B 1a (4 BE)

Weisen Sie nach, dass die Ereignisse B und U stochastisch unabhéngig sind.
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Teilaufgabe Teil B 1b (1 BE)

Geben Sie fiir den Fall, dass die ausgewéhlte Person die Aktion ,Baumpatenschaft® kennt,
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass sie die Aktion ,,Umweltwoche® nicht kennt.

Um Geld fiir die beiden Aktionen einzunehmen, bietet die SMV auf dem Schulfest das Spiel
,2022¢ an. Bei dem Spiel werden zwei Gliicksrader mit drei bzw. vier gleich grofien Sektoren
verwendet, die wie in Abbildung 1 beschriftet sind. Fiir einen Einsatz von 3 € darf man jedes
der beiden Gliicksridder einmal drehen. Fiir jede Ziffer 2, die auf den erzielten Sektoren steht,
werden 2 € ausbezahlt. Die Zufallsgrofie Z beschreibt, wie oft die Ziffer 2 auf den erzielten
Sektoren insgesamt vorkommt.

Glicksrad 1 Gliucksrad 2

SOOI

Teilaufgabe Teil B 2a (3 BE)

Die Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z. Bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeiten p; und pa.
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—
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Teilaufgabe Teil B 2b (4 BE)

Ermitteln Sie, wie viele Spiele durchgefiihrt werden miissen, damit der Erwartungswert
der Einnahme fiir die beiden Aktionen 300 € betrégt.

Acht Personen spielen nacheinander jeweils einmal das Spiel ,,2022¢.

Teilaufgabe Teil B 2¢ (4 BE)

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die SMV mehr als zweimal mindestens 4
€ ausbezahlen muss.

Teilaufgabe Teil B 2d (3 BE)

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass an die ersten drei Personen drei unter-
schiedliche Betrége ausbezahlt werden, die in der Summe 12 € ergeben.

Die binomialverteilte Zufallsgrofie X mit den Parametern n = 8 und px besitzt die Standard-

4
abweichung 3 In Abbildung 2 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X dargestellt.

L
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Teilaufgabe Teil B 3a (4 BE)

Ermitteln Sie den Wert des Parameters px.

Teilaufgabe Teil B 3b (2 BE)

Die binomialverteilte Zufallsgrofie Y hat die Parameter n = 8 und
py =1 — px. Kennzeichnen Sie in Abbildung 2 eine Fliche, die die Wahrscheinlichkeit
P(Y > 6) darstellt.
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Loésung

Teilaufgabe Teil A a (2 BE)

Die Abbildung zeigt das Netz eines Wiirfels, von dem nur drei Seiten beschriftet sind.

Der Wiirfel wird so lange geworfen, bis die Zahl 1 zum ersten Mal erzielt wird. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau viermal gewiirfelt wird.

Losung zu Teilaufgabe Teil A a

Wahrscheinlichkeit

E: ,Zahl 1 zum ersten Mal nach genau viermal Wiirfeln“

P(,Zabl 14) = % - %

3x keine 1

Teilaufgabe Teil A b (3 BE)

Die drei leeren Seiten des Wiirfels sollen jeweils mit einer positiven geraden Zahl beschrif-
tet werden. Ermitteln Sie eine Moglichkeit fiir die Beschriftung dieser drei Seiten, sodass

bei einmaligem Werfen des Wiirfels der Erwartungswert fiir die erzielte Zahl — betrigt.
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Losung zu Teilaufgabe Teil A b Teilaufgabe Teil B 1a (4 BE)

Die SMV eines Gymnasiums initiierte im vergangenen Schuljahr die Aktionen ,,Baumpa-

Erwartungswert einer Zufallsgrifie ’
tenschaft® und ,,Umweltwoche*.

Mit einer Umfrage auf dem Schulfest wird der Bekanntheitsgrad der beiden Aktionen
ermittelt. Von den Befragten kennt jeder Fiinfte die Aktion ,,Baumpatenschaft“. 24% der
Befragten kennen keine der beiden Aktionen; die Aktion ,,Umweltwoche* kennen 30% der

Befragten nicht.
1 7 b C Aus den Befragten wird eine Person zufillig ausgewiihlt. Betrachtet werden folgende Er-
eignisse:
d B: ,Die Person kennt die Aktion 'Baumpatenschaft’.“

U: ,Die Person kennt die Aktion "Umweltwoche’.*

Weisen Sie nach, dass die Ereignisse B und U stochastisch unabhéngig sind.

Erlduterung: Erwartungswert einer Zufallsgrifie Lésune zu Teilaufeabe Teil B 1a

Nimmt eine Zufallsgrofle X die Werte x1, xo, . .., z, jeweils mit den Wahrscheinlich-
keiten p1,po, ..., pn an, so gilt fiir den Erwartungswert dieser Zufallsgrofie: Stochastische Unabhdngigkeit
BE(X) = sz P(X =z;)=mx1p1 +x2p2+ - +Tppn Text analysieren und Daten herauslesen:
i=1
1
Von den Befragten kennt jeder Fiinfte die Aktion 'Baumpatenschaft’™ = P(B) = -
5
1 1 1 1 1 1
B(X)=- -1+ -1+ -T+—-a+_-b+—- _
X) 6 6 6 6 @ 6 6 ¢ “24% der Befragten kennen keine der beiden Aktionen“ = P (B n U) =0,24
. »die Aktion "Umweltwoche’ kennen 30% der Befragten nicht* = P (U) =0,3
Erlduterung:
) - . 31 - 1 4
Der Erwartungswert fiir die erzielte Zahl soll 3 betragen. P (B) =1-P(B)=1-— =z

1 + 1 + 7 + 1 + lb + lc _31 | -6 Erlduterung: Stochastische Unabhdngigkeit

676 6 6" 6 6 6
Zwei Ereignisse A und B heiflen stochastisch unabhiingig, wenn

1+414+74a+b+c=31

P(ANnB)=P(A)-P(B

a+b+c=22 ( ) (4)- P(B)

gilt, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit dass beide Ereignisse zusammen auftre-
Seitenbeschriftung: z.B. 2,10, 10 oder auch 6, 8,8 usw. ten, gleich dem Produkt ihrer Einzelwahrscheinlichkeiten ist.
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P(B)-P(U)=303=021=P (BND)

Erlduterung: Stochastische Unabhdngigkeit

Sind zwei Ereignisse A und B stochastisch unabhingig, dann sind es auch ihre
Gegenereignisse A und B.

= B und U sind stochastisch unabhéngig

Teilaufgabe Teil B 1b (1 BE)

Geben Sie fiir den Fall, dass die ausgewiihlte Person die Aktion ,Baumpatenschaft® kennt,
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass sie die Aktion ,,Umweltwoche* nicht kennt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1b

Stochastische Unabhdngigkeit

Pz (U)=P (U)=0,3
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Erlduterung: Stochastische Unabhdngigkeit

Sind zwei Ereignisse stochastisch unabhingig, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Ereignis immer dieselbe, unabhéngig von einer Bedingung. Somit sind im
Baumdiagramm die Wahrscheinlichkeiten der Aste der zweiten Stufe, die in die
gleiche Richtung (oben bzw. unten) zeigen, gleich.

1. stufe

|

I{’+ gleiche
< : - } Wahrscheinlichkeit

|

|

|

2. Stufe

Sind A und B stochastisch unabhéngig, dann gilt:

Pp(A) = P5(A) = P(4)

Dementsprechend auch: Pg (4) = Pg (4) = P (A)

Teilaufgabe Teil B 2a (3 BE)

Um Geld fiir die beiden Aktionen einzunehmen, bietet die SMV auf dem Schulfest das
Spiel ,,2022“ an. Bei dem Spiel werden zwei Gliicksrdder mit drei bzw. vier gleich grofien
Sektoren verwendet, die wie in Abbildung 1 beschriftet sind. Fiir einen Einsatz von 3
€ darf man jedes der beiden Gliicksréder einmal drehen. Fiir jede Ziffer 2, die auf den
erzielten Sektoren steht, werden 2 € ausbezahlt. Die Zufallsgroie Z beschreibt, wie oft
die Ziffer 2 auf den erzielten Sektoren insgesamt vorkommt.

Glicksrad 1 Gllcksrad 2

Abb. 1
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Die Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z. Bestimmen Sie die Wahrschein-

lichkeiten p; und ps. Erlduterung: Wahrscheinlichkeit

Wird die Ziffer 2 insgesamt 2-Mal erreicht, dann ist sie entweder 1-Mal beim Dre-
hen des Gliicksrads 1 und 1-Mal dann beim Drehen des Gliicksrads 2 vorgekommen
oder kein Mal beim Drehen des Gliicksrads 1 und 2-Mal (Sektor Zahl 22) beim

k | 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 Drehen des Gliicksrads 2.

B 1 1 N 2 1
P(Z=k)| 1 | P | X p2 = 3 1 3 1
3 12 ~~ ~~ ~— ~—
1x in Gliicksrad 1 1x in Gliicksrad 2 Ox in Gliicksrad 1 2x in Gliicksrad 2
1
(zur Kontrolle: py = i )
Losung zu Teilaufgabe Teil B 2a k | 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
- 1 1 1
Wahrscheinlichkeitsverteilung P(Z=k) | 3 2 ‘ 2 ‘ 1z
11 n 21 1
P=3'573'173
Erlduterung: Wahrscheinlichkeit Erliuterung:

Wird die Ziffer 2 insgesamt 1-Mal erreicht, dann ist sie entweder beim Drehen des Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten in einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist
Gliicksrads 1 und dann nicht beim Drehen des Gliicksrads 2 vorgekommen oder gleich 1.
genau umgekehrt.

- 1 1 2 1 . 11 1 1
p= 3 2 + 3 4 Uberpriifung: —-+-+-+-—-=1
~~ <~ <~ ~— 3 3 4 12
1x in Gliicksrad 1 0x in Gliicksrad 2 Ox in Gliicksrad 1 1x in Gliicksrad 2
11 21 1
P2=3"7 + 34 4 Teilaufgabe Teil B 2b (4 BE)

Ermitteln Sie, wie viele Spiele durchgefiihrt werden miissen, damit der Erwartungswert
der Einnahme fiir die beiden Aktionen 300 € betrégt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2b

Erwartungswert einer Zufallsgréfie

Abitur Bayern 2022 Stochastik IV © Abiturloesung.de
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¢ o] 2]

P@=h|§ ‘i‘z ‘i

Erlduterung: Erwartungswert einer Zufallsgrifie

Nimmt eine Zufallsgrofle X die Werte x1, xo, ..., z, jeweils mit den Wahrscheinlich-
keiten p1,pa,...,pn an, so gilt fiir den Erwartungswert dieser Zufallsgrofe:

E(X):in-P(X:x,;):xlpl +Tap2t -+ Tnpn
i=1

Hier wird die Einnahme als Zufallsgroie betrachtet, die sich aus Einsatz (3€)
minus Auszahlung (2€ pro erzielte Ziffer 2) zusammen setzt.

- 0-Mal Ziffer 2 = keine Auszahlung und die Einnahme betrigt 3€ (Ein-
satz).

- 1-Mal Ziffer 2 = 1 Auszahlung und die Einnahme betrigt 3€ - 2€ = 1€.

- 2-Mal Ziffer 2 = 2 Auszahlungen und die Einnahme betrigt 3€ - 4€ = -1€.

- 3-Mal Ziffer 2 = 3 Auszahlungen und die Einnahme betriigt 3€ - 6€ = -3€.

1 1 1 1 5
E(E) =< - l+—-(-)+—=-(=3)==-€
(B)y=3-3+3- 1+ D+5-(=3)=¢
300 €
Anzahl Spiele: = = 360
i €

Teilaufgabe Teil B 2c¢ (4 BE)

Acht Personen spielen nacheinander jeweils einmal das Spiel ,,2022¢.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die SMV mehr als zweimal mindestens

4 € ausbezahlen muss.
Losung zu Teilaufgabe Teil B 2c

Binomialverteilung
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¢« ol 2]

Pa=@|z ‘3‘1 ‘i
2 12

Erlduterung:

»Mindestens 4 € ausbezahlen® tritt ein, wenn entweder 2-Mal oder 3-Mal die Ziffer
2 getroffen wird. Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten werden aus der Tabelle
der Wahrscheinlichkeitsverteilung entnommen.

1 1 1
= > = = = = = —
P=P(Z22)=PZ=2+P(Z=3)=7+5=3

Erlduterung: Bernoulli-Formel
Das Zufallsexperiment kann als Bernoulli-Kette der Lange n = 8 (Anzahl Personen)

1
mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 3 angesehen werden.
P(,mehr als zweimal ) = P§(X > 2)
3

Erlduterung: Gegenereignis

Betrachtung des Gegenereignisses:
P(,mehr als k Treffer“ ) = 1 — P(,;hochsten k Treffer” )
In mathematischen Zeichen:

P(X>k)=1-P(X <k)

PYX >2)=1-P3(X <2) ™ 1-0,46822 ~ 53, 18%
3 3

Teilaufgabe Teil B 2d (3 BE)
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Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass an die ersten drei Personen drei unter-

schiedliche Betrége ausbezahlt werden, die in der Summe 12 € ergeben.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2d

Wahrscheinlichkeit

e o] 2]

B EBE

E: ,die ersten drei Personen erhalten drei unterschiedliche Betréige, die in Summe 12 € erge-

ben*

Erlduterung: Permutation

Unterschiedliche Betriige sind 2 (k = 1, also der Fall 1-Mal Ziffer 2), 4 (k = 2, also der
Fall 2-Mal Ziffer 2) und 6 (k = 3, also der Fall 3-Mal Ziffer 2). Thre Summe ergibt 12.

= P(Z=1)-P(Z=2)-P(Z=3)

Es gibt 3! Moglichkeiten die 3 Betrige auf die ersten 3 Personen zu vertei-
len.

= 31.P(Z=1)-P(Z=2)-P(Z=3)

Wl =
B~ =
—
ol
)
N

P(E)=31-P(Z=1)-P(Z=2)-P(Z=3)=6-

Teilaufgabe Teil B 3a (4 BE)

Die binomialverteilte Zufallsgrofie X mit den Parametern n = 8 und px besitzt die Stan-

4
dardabweichung 3 In Abbildung 2 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X darge-

stellt.
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Ermitteln Sie den Wert des Parameters px.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3a

Standardabweichung einer Zufallsgrifie

4
= 8: ; —
n=20o;px 073

Erlduterung: Standardabweichung einer Zufallsgrifie

Ist X binomialverteilt, dann gilt fiir die Standardabweichung (Streuung) von X:

oc=yn-p-q=+n-p-(1—p)

4
Vi @ =h P

16
Sepx-(1-px) =g

16
—8pX +8px — 5 =0 | (=8)
5 2
pX_pX+§=0

1£4/1-4-2 141
Pxio = 2 ~ 9
1 2

pX1=g;PX2=§
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Erlduterung: Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsgrifie

Ist X binomialverteilt, dann gilt:

Erwartungswert von X: u=n-p

Maximum

Bei binomialverteilten Zufallsgrofien liegt das Maximum stets beim Erwartungswert.
Hier an der Abbildung ca. bei 2,5 abzulesen.

Wegen 1 = n - px kann man bei gegebenem n = 8 anhand der Abbildung schlussfolgern, dass

px = 3 sein muss.

Teilaufgabe Teil B 3b (2 BE)

Die binomialverteilte Zufallsgrofie Y hat die Parameter n = 8 und
py = 1 — px. Kennzeichnen Sie in Abbildung 2 eine Fliche, die die Wahrscheinlichkeit
P(Y > 6) darstellt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3b

Wahrscheinlichkeitsverteilung
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Erlduterung:

py = 1 — px entspricht der Wahrscheinlichkeit fiir eine Niete der Zufallsgréfie X.

Y > 6 bedeutet also ,mindesten 6 Nieten® , also anders ausgedriickt ,héchs-
tens 2 Treffer®.

= P >6)=PX<2)

= PY>6)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)
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