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Abitur 2021 Mathematik Geometrie VI
Teilaufgabe Teil A 1 (5 BE)

Mit einem Lasermessgerét soll ein Verkehrsschild angepeilt werden. Diese Situation wird
modellhaft in einem Koordinatensystem dargestellt. Der Ausgangspunkt des Laserstrahls
wird durch den Punkt P(104| —42[10) beschrieben, seine Richtung durch den Vektor
—13
5 . Das Verkehrsschild wird durch eine Kreisscheibe représentiert, die in der xg 3-
1
Ebene liegt und den Mittelpunkt A (0]0|20) sowie den Radius 3 hat.
Untersuchen Sie, ob der Laserstrahl auf das Verkehrsschild trifft.

Der in Abbildung 1 dargestellte Korper wird begrenzt von der quadratischen Grundfléche
ABCD mit A(5]5|0), B(—5|5|0), C(—5| — 5|0) und D(5| — 5|0), acht dreieckigen Seitenflichen
und einem weiteren Quadrat EFGH mit E(2|0[4), F(0/2|4), G(—2|0|4) und H (0] — 2|4).

Der Mittelpunkt S des Quadrats A BC' D ist der Ursprung des Koordinatensystems und der
gesamte Korper ist symmetrisch sowohl beziiglich der z; z3-Ebene als auch beziiglich der
9 r3-Ebene.

Teilaufgabe Teil B a (2 BE)

Zeigen Sie, dass das Dreieck ABF bei F rechtwinklig ist.

Teilaufgabe Teil B b (4 BE)

Das Dreieck ABF liegt in der Ebene W. Ermitteln Sie eine Gleichung von W in Koordi-
natenform und beschreiben Sie die besondere Lage von W im Koordinatensystem.

(zur Kontrolle: W : 425 + 3x3 — 20 = 0)
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Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Berechnen Sie die Grofie des spitzen Winkels, den die Seitenfliche ABF und die Grundfléiche
ABCD einschlielen.

Auf der Strecke [DE] gibt es einen Punkt K, fiir den KE = EF gilt.
Teilaufgabe Teil B d (4 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten von K.

Teilaufgabe Teil B e (4 BE)

N(1,6[03,2) ist der Mittelpunkt der Strecke [KF]. Begriinden Sie, dass die Gerade EN
den Innenwinkel des Dreiecks DFE bei E halbiert, und weisen Sie rechnerisch nach, dass
S auf der Gerade EN liegt.

Teilaufgabe Teil B f (4 BE)

Der Koérper kann in neun Pyramiden zerlegt werden, von denen jede kongruent zu genau

einer der drei Pyramiden ABFS, HDES bzw. EFGHS ist (vgl. Abbildung 2). Die Pyramide
1 1

ABFS hat das Volumen 335 und die Pyramide HDES hat das Volumen 135. Bestimmen

Sie das Volumen des gesamten Korpers.

Teilaufgabe Teil B g (4 BE)

Es gibt genau eine Kugel, auf der alle acht Eckpunkte des Korpers liegen.
Ermitteln Sie die Koordinaten des Mittelpunkts dieser Kugel.

© Abiturloesung.de



Seite 3 Abiturloesung.de - Abituraufgaben http://www.abiturloesung.de/ Seite 4

Loésung
Erlduterung: Schnitt Ebene und Gerade
Schneidet eine Gerade g : 7 = 6 +A- 7 eine Ebene E in einem Punkt P, dann
erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g¢) die Normalen-
Teilaufgabe Teil A 1 (5 BE) form der Ebene E.

Mit einem Lasermessgeriit soll ein Verkehrsschild angepeilt werden. Diese Situation wird
modellhaft in einem Koordinatensystem dargestellt. Der Ausgangspunkt des Laserstrahls
wird durch den Punkt P(104| — 42|10) beschrieben, seine Richtung durch den Vektor

Man setzt ¢ in E ein und 16st nach A auf.

Hier wird also g in die z2 x3-Ebene eingesetzt und nach A aufgelost.

-13
5 . Das Verkehrsschild wird durch eine Kreisscheibe représentiert, die in der xg9 x3-
1 104 —13A=0
Ebene liegt und den Mittelpunkt 3/(0[0|20) sowie den Radius 3 hat.
Untersuchen Sie, ob der Laserstrahl auf das Verkehrsschild trifft. A=28

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1

Geradengleichung aufstellen
Erlduterung: Finsetzen

o -13 A = 8 wird in die Geradengleichung der Geraden g eingesetzt.
Gerade g durch P(104] — 42]10) mit Richtungsvektor o = 5 aufstellen:
1
104 —13 0
‘ F=| a2 ]+s| 5 |=[ -2 = F(0] - 2/18) Schnittpunkt
Erlduterung: Geradengleichung 10 1 18

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor v

eindeutig bestimmt: Linge eines Vektors

¢g:X=P+u-7 ,ucR . 0 0 0
MEP=F-M=[-—2]-(0]=] -2
Wenn P als Aufpunkt genommen wird, dann ist ? der Ortsvektor (des 18 20 -2

Aufpunkts) der Geraden g.

Erlduterung: Betrag eines Vektors

¢ 104 —13

: = —42 A ai

g 10 * L;) Die Léinge (bzw. der Betrag) || eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as

2
Schnitt Ebene und Gerade ai aj
|7 = || as = as =/a? + a3 + a3
as

29 x3-Ebene mit Gerade g schneiden und Schnittpunkt ermitteln: as

1
Normalenvektor der Ebene: 77 = | 0 = z1 =0 (Gleichung der x9 z3-Ebene)
0
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<M?‘: —2 ||=y0+ (=22 +(-2°=V8<3=r
—2

Der Punkt F' liegt auf der Kreisscheibe.

Teilaufgabe Teil B a (2 BE)

Der in Abbildung 1 dargestellte Korper wird begrenzt von der quadratischen Grund-
fliche ABCD mit A(5/5|0), B(—5|5/0), C(—5] —5|0) und D(5| — 5/0), acht dreieckigen
Seitenflichen und einem weiteren Quadrat EFGH mit F(2(0]4), F(0/2]4), G(—2[0]4) und
H(0] — 2/4).

Der Mittelpunkt S des Quadrats A B C' D ist der Ursprung des Koordinatensystems und
der gesamte Korper ist symmetrisch sowohl beziiglich der x; z3-Ebene als auch beziiglich
der xs x3-Ebene.

Zeigen Sie, dass das Dreieck ABF bei F' rechtwinklig ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Lagebeziehung von Vektoren
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-5 0 -5
FB=B-F=| 5 |-[2]|=] 3
0 4 —4
5 0 5
FR—A-F=[s5]-[2]|=] 3
0 4 —4
Erlduterung: Skalarprodukt
ay - by
Das Skalarprodukt zweier Vektoren a = as und b = b ergibt sich aus
as bs

der Summe der Produkte der Komponenten der Vektoren.

_ al bl
701): as o bo =ay-by+as-by+asz-bs
as bg
_ -5 5
FBoFA=| 3 |o| 3 |=-25+9+16=0
—4 —4

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist
gleich Null.

-~ FBLFK
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Teilaufgabe Teil B b (4 BE)

. . . . .. . . . Erlduterung: Vereinfachen
Das Dreieck ABF liegt in der Ebene W. Ermitteln Sie eine Gleichung von W in Koordi-

natenform und beschreiben Sie die besondere Lage von W im Koordinatensystem. Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
(zur Kontrolle: W : 4a5 + 3z3 — 20 = 0) Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.
Losung zu Teilaufgabe Teil B b Hier wird der Normalenvektor mit T multipliziert.
Ebene aus dret Punkte Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

A(5]5/0), B(~55(0), F(0[2]4)

0 0
1
Richtungsvektoren der Ebene W: = g = TR —40 | =\ 4
30 3
-5
FB=| 3
—4 Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:
_ 5
FA = 3
—4 Erlduterung: Normalenform einer Ebene
F sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene W. Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor

und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

Ebenengleichung in Normalenform
E: n-E> o Xz =ngo ?
Normalenvektor 7y der Ebene W bestimmen:

Hier (F ist Aufpunkt):

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein 0 0 0
Vektor 77 , der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht. W:l 4 ]o 7() =4 Jof 2
3 3 4
Fiir die komponentenweise Berechnung gilt: ~ >
nw
N ay bl ag-b37a3~b2 W14I2+3I3:0+8+12
7><b: az X b2 = a3~b17a1~b3
as b3 al-b27(l2~b1 WZ4.’L‘2+3£L’3*20:0
Lagebeziehung Gerade und Ebene
. -5 5 0
FB x FA = 34 X 34 = 7;18 W ist parallel zur 21-Achse.
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Erlduterung: Senkrechte Vektoren

0
Normalenvektor der x; zo-Ebene: W= 0
0 1 1
Wegen [ 4 | o 0 | =0 steht der Normalenvektor der Ebene W senkrecht zur
3 0
T{/ Erlduterung: Winkel zwischen zwei Ebenen
z1-Achse, d.h. die Ebene verlduft parallel dazu.

Teilaufgabe Teil B ¢ (3 BE)

Berechnen Sie die Grofle des spitzen Winkels, den die Seitenfliche ABF und die Grund-
fliche ABCD einschlieflen.

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Winkel zwischen zwei Ebenen

Der Winkel « zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den
Normalenvektoren 77 und TL_G)

Winkel ¢ zwischen den Normalenvektoren der Ebene W und der x; x2-Ebene bestimmen:

Erlduterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren
%
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b
- - —
Tob =|7|~’b"cosi<7, b)
———

e

folgt fiir den Winkel a zwischen den beiden Vektoren:

—
dob
COS QU = ————
) 4 || ‘ b ]
Erlauterung: Lagebeziehung

Die Seitenfliche ABF liegt in der Ebene W (s. Teilaufgabe Teil B b) und die Grund-

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)
fliche ABCD in der x1 xo-Ebene nach Konstruktion.

0 0
W :dxo + 323 —20=0 4ol 0
3 1
0 CETTION /0]
Normalenvektor 7y der Ebene W: iy = | 4 3 ‘ . ‘ (;
3
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ax
Die Linge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
as
al al 2
|7 =] as = as =/a? + a3 + d}
as as
0
Fiir den Richtungsvektor der z7 zo-Ebene =0 gilt z.B:
1

|7 =02 +02+12=1

0+0+3 3
COSYp = ———eoo— =

VOF2+32-1 V25
3
= @=cos <g> ~ 53,13°

Teilaufgabe Teil B d (4 BE)

Auf der Strecke [DE] gibt es einen Punkt K, fiir den KE = EF gilt.

Bestimmen Sie die Koordinaten von K.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Lage eines Punktes

Abitur Bayern 2021 Geometrie VI
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E(2/0[4), F(0[2]4), D(5] - 5/0)
0 2 2
BF=F-FE=|2|-(o0]|=[ 2
4 4 0
5 2 3
EBD=D-E=| 5 |-[o0o]=[ -5
0 4 4
Erlduterung: Betrag eines Vektors
ai
Die Léinge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = [ ao ist gegeben durch:
as

ay ay ’
@ = || a2 ||= as =/a? + a2 + a?
az az

[BF| = /(-2 + 22+ 02 = VB =2v2
[EB| = /32 + (=5)° + (—4)> = V30 = 5V2

Erlduterung: Lage des Punktes

Um zum Punkt K zu gelangen, bewegt man sich vom Punkt E aus, entlang der

0
Geraden ED. Der normierte Richtungsvektor ﬁ der Geraden hat Lénge 1 und
gibt die Richtung an. Dieser Vektor passt dann E F-mal zwischen E und D rein.

© Abiturloesung.de
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R=FE+2v2.ED

Erlauterung: Finheitsvektor

Ein Einheitsvektor (normierter Vektor) hat die Léinge 1.
Um den Einheitsvektor zu einem gegebenen Vektor zu bestimmen, muss durch den
Betrag des Vektors geteilt werden:

1
7= =7
d
Der Einheitsvektor @° zeigt in dieselbe Richtung wie @, hat aber die Lén-
ge 1.
3 16
1 5
E=|o]+2v2.— | 5| = -2
4 w2\ L
K(3,2] —2|2,4)

Teilaufgabe Teil B e (4 BE)

N(1,6]03,2) ist der Mittelpunkt der Strecke [KF]. Begriinden Sie, dass die Gerade EN
den Innenwinkel des Dreiecks DFE bei E halbiert, und weisen Sie rechnerisch nach, dass
S auf der Gerade EN liegt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

FEigenschaften eines gleichseitigen Dreiecks
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Das Dreieck AKFE ist gleichschenklig, da KE = EF (s. vorherige Teilaufgabe).

[EN] ist somit Seitenhalbierende und Winkelhalbierende zugleich.
Geradengleichung aufstellen

Richtungsvektor der Geraden gg n:

2 1,6 0,4
NE—F-N=[o |- o |=[ o
4 3,2 0,8

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und cinen Richtungsvektor o
eindeutig bestimmt:

g:Y:?Jru-? ,peR
Wenn E als Aufpunkt genommen wird, dann ist B der Ortsvektor (des

Aufpunkts) der Geraden 9JEN-

2 0,4
gE,thf}: 0 + A 0
4 0,8
N—_——
B

Lagebeziehung Punkt und Gerade

Priifen, ob S auf der Geraden gg v liegt:

Erlduterung: Finsetzen

Liegt ein Punkt auf einer Geraden, so erfiillen sein Punktkoordinaten die Geraden-
gleichung.

Hier wird der Punkt B in die Geradengleichung von gg n eingesetzt.

0 2 0,4
ofl=1o]+x| o
0 4 0,8
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2 0,4 A=-5

— 0 =\ 0 = { 0=0 = S e 9EN
4 0,8 A=-5

Teilaufgabe Teil B f (4 BE)
Der Korper kann in neun Pyramiden zerlegt werden, von denen jede kongruent zu ge-
nau einer der drei Pyramiden ABFS, HDES bzw. EFGHS ist (vgl. Abbildung 2). Die

1 1
Pyramide ABFS hat das Volumen 335 und die Pyramide HDES hat das Volumen 13§.
Bestimmen Sie das Volumen des gesamten Korpers.

Losung zu Teilaufgabe Teil B f

Volumen einer Pyramide

Volumen des gesamten Korpers:

http://www.abiturloesung.de/
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Erlduterung:

Das Volumen des gesamten Korpers teilt sich auf in:

- 4 x das Volumen der Pyramide ABFS

- 4 x das Volumen der Pyramide HDES

- 1 x das Volumen der Pyramide EFGHS

© Abiturloesung.de
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1 1
VGesamt = 4 335 +4- 13§ + VEFGHS

Erlduterung: Volumen einer Pyramide

N

Eine Pyramide mit Grundfliche G und Hohe h hat ein Volumen von:

V=c--Gh

WL =

In diesem Fall ist ‘ﬁ‘ =8 (5. Teilaufgabe Teil B d) und somit G = \/gz7
da nach Konstruktion EFGH ein Quadrat ist. Die Hohe h entspricht der ws-
Koordinate der Punkte F, F, G, H, also 4.

1 11 2
vGesamt:4-33§+4<13§+§~(\/éz) -4:%z197,33

Teilaufgabe Teil B g (4 BE)

Es gibt genau eine Kugel, auf der alle acht Eckpunkte des Korpers liegen.
Ermitteln Sie die Koordinaten des Mittelpunkts dieser Kugel.

Losung zu Teilaufgabe Teil B g

Lage eines Punktes
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£(2]0[4), A(5]5/0)

Erlduterung:

Aus Symmetriegriinden liegt der Mittelpunkt M auf der x3 -Achse.

M(0[0]3)

ME=E - M =

MA=A4 -3 =

O Ut Ut = O N

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Betrag eines Vektors

ay
Die Linge (bzw. der Betrag) | @| eines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:

a3
2
al al
|7 =] as = as =/a? + a3 + d}
as as

2
‘1@‘: 0 =/22 402+ (4 —a3)°

47I3

‘_> 5

= |( 5 )| yrre o
—23

Erlduterung:

Alle Punkte auf einer Kugel haben gleichen Abstand zum Mittelpunkt der Kugel.

] - |

44 (4—x3)* =50+ a2
4416 — 8x3 + 23 = 50 + 3
—8x3 = 30

x5 = —3,75

= M(0[0| - 3,75)
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