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Abitur 2018 Mathematik Geometrie VI

Die Punkte A(1|1]1), B(0|2]2) und C(—1|2|0) liegen in der Ebene E.
Teilaufgabe Teil A 1la (4 BE)

Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Normalenform.

Teilaufgabe Teil A 1b (1 BE)

Geben Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von E mit der z9-Achse an.

Gegeben sind die Punkte A(0]0]0), B(3| — 6|6) und F(2| — 4[4) sowie die Gerade

0 2
g X=( -4 ]+xr-[ 0 |, rer
5 1

Teilaufgabe Teil A 2a (4 BE)

Die Gerade h verlduft durch die Punkte A und B. Zeigen Sie, dass sich g und A im Punkt
F senkrecht schneiden.

Teilaufgabe Teil A 2b (1 BE)

Ein Punkt C liegt auf g und ist verschieden von F'. Geben Sie die besondere Bedeutung
der Strecke [C F] im Dreieck A B C an.

Abitur Bayern 2018 Geometrie VI

http://www.abiturloesung.de/ Seite 2

Die Abbildung zeigt modellhaft wesentliche Elemente einer Kletteranlage: zwei horizontale
Plattformen, die jeweils um einen vertikal stehenden Pfahl gebaut sind, sowie eine Kletter-
wand, die an einer der beiden Plattformen angebracht ist.

& 3
Pfahl 1 Pfahl 2

4
Plattfoém 1 Plattform 2

X3

Im verwendeten Koordinatensystem beschreibt die 21 x2-Ebene den horizontalen Untergrund.
Die Plattformen und die Kletterwand werden als ebene Vielecke betrachtet. Eine Léingenein-
heit entspricht 1m in der Wirklichkeit. Die Punkte, in denen die Pfihle aus dem Untergrund
austreten, werden durch P;(0[0|0) und P»(5|10]|0) dargestellt. AuBerdem sind die Eckpunkte
A(3]0]2), B(0]3]2), E(6]0]0), F(0[6]0), R(5]7|3) und T'(2]10|3) gegeben. Die Materialstérke
aller Bauteile der Anlage soll vernachlissigt werden.

Teilaufgabe Teil B a (3 BE)

In den Mittelpunkten der oberen und unteren Kante der Kletterwand sind die Enden eines
Seils befestigt, das 20% linger ist als der Abstand der genannten Mittelpunkte. Berechnen
Sie die Linge des Seils.

Teilaufgabe Teil B b (4 BE)

Die Punkte A, B, E und F liegen in der Ebene L. Ermitteln Sie eine Gleichung von L in
Normalenform.

(zur Kontrolle: L : 2x1 + 2x9 + 323 —12=0)
Teilaufgabe Teil B ¢ (2 BE)
Zeigen Sie, dass die Kletterwand die Form eines Trapezes hat.

Teilaufgabe Teil B d (3 BE)

Bestimmen Sie die GréBe des Winkels, den die Kletterwand mit dem Untergrund ein-
schliefit.
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Uber ein Kletternetz kann man von einer Plattform zur anderen gelangen. Die vier Eckpunkte
des Netzes sind an den beiden Pfihlen befestigt. Einer der beiden unteren Eckpunkte befindet
sich an Pfahl 1 auf der Hohe der zugehorigen Plattform, der andere untere Eckpunkt an Pfahl
2 oberhalb der Plattform 2. An jedem Pfahl betréigt der Abstand der beiden dort befestigten
Eckpunkte des Netzes 1,80 m. Das Netz ist so gespannt, dass davon ausgegangen werden kann,
dass es die Form eines ebenen Vierecks hat.

Teilaufgabe Teil B e (3 BE)

Berechnen Sie den Flicheninhalt des Netzes und erldutern Sie Thren Ansatz.

Teilaufgabe Teil B f (5 BE)

Die untere Netzkante beriihrt die Plattform 2 an der Seite, die durch die Strecke [R T| dar-
gestellt wird. Betrachtet wird der untere Eckpunkt des Netzes, der oberhalb der Plattform
2 befestigt ist. Im Modell hat dieser Eckpunkt die Koordinaten (5/10|2) mit einer reellen

0 5
Zahl h > 3. Die untere Netzkante liegt auf der Geraden g : } =10 ]+X 10
2 h—2

, AeR.
Berechnen Sie den Abstand des betrachteten Eckpunkts von der Plattform 2.
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Loésung

Teilaufgabe Teil A 1a (4 BE)

Die Punkte A(1]1]1), B(0]|2]2) und C'(—1|2|0) liegen in der Ebene E.

Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Normalenform.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a

Abitur Bayern 2018 Geometrie VI

Ebene aus dret Punkte

Richtungsvektoren der Ebene E:

0 1 -1
AB-B-A=| 2 |- 1) 1
1 1

2

-1 1 -2
AC=C-A=| 2 |-|1]=]{ 1

0 1 -1

A(1]1]1) sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene E.
FEbenengleichung in Normalenform
Normalenvektor TT>E der Ebene E bestimmen:

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor 77, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

5 ay by az - bg —az - by
7><b: az X bg = (L3~bl—(11-b3
as b3 ay -by —az-by
-1 —2 -2
/@ X ﬁ = 1 X 1 =| -3
1 -1 1
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—2

= ap=| -3
1

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:@o?:n’f;oﬁ

Hier (A ist Aufpunkt):

-2 -2 1
E: -3 |o ? = -3 |o 1
1 1 1
g e

E: -2 —3xs+23=-2-3+1

E:—2x;—3xy+23+4=0

Teilaufgabe Teil A 1b (1 BE)

Geben Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von F mit der xo-Achse an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b

Spurpunkte einer Ebene

E: 211 — 319+ 23 =—4

r9-Koordinatenachse: ? =\ 1
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Erlduterung: Spurpunkte einer Ebene

Schnittpunkte einer Ebene mit den Koordinatenachsen nennt man Spurpunkte.
Um sie zu bestimmen, setzt man die Gleichung der Koordinatenachse in die Norma-
lenform (Koordinatenform) der Ebene ein, lost nach dem Parameter A auf und setzt
diesen Wert in die Geradengleichung ein.

Spurpunkt Ss mit der zo-Koordinatenachse:

4 4
0-3A+0=—-4 = )\:g = SZ<0|§|Q>

Teilaufgabe Teil A 2a (4 BE)
Gegeben sind die Punkte A(0(0]0), B(3| — 6]6) und F(2| — 4]|4) sowie die Gerade

0 2
g:X=| =4 ]+x| 0 |, rer
5 1

Die Gerade h verlduft durch die Punkte A und B. Zeigen Sie, dass sich g und A im Punkt
F senkrecht schneiden.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2a

Geradengleichung aufstellen

Richtungsvektor der Geraden h:

3 0 3
AB=B -A=| 6 |- o= -6
6 0 6

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade g ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor v
eindeutig bestimmt:

g:?:?er-? ,peR

Wenn A als Aufpunkt genommen wird, dann ist Z der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden h.
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Lagebeziehung von Vektoren

Skalarprodukt der Richtungsvektoren der Geraden g und h bilden:

-2 3
0 ol =6 | =-64+04+6=0 = glh
1 6

Lagebeziehung Punkt und Gerade

0 3 2
2 2
Fir p = 3 ist: 0 | + 3 -6 | =1 —4
0 6 4
F
0 -2 2
Fir A = —1 ist: —4 | -1- 0 = —4
5 1 4
——
¥

Der Punkt F' liegt sowohl auf g als auch auf h.

Teilaufgabe Teil A 2b (1 BE)

Ein Punkt C' liegt auf g und ist verschieden von F'. Geben Sie die besondere Bedeutung
der Strecke [C' F] im Dreieck A BC an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b

2-dimensionale Geometrie

z. B.:
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Im Dreieck A B C' ist die Strecke [C' F] die Hohe vom Eckpunkt C' auf die Seite [A BJ.

Teilaufgabe Teil B a (3 BE)

Die Abbildung zeigt modellhaft wesentliche Elemente einer Kletteranlage: zwei horizon-
tale Plattformen, die jeweils um einen vertikal stehenden Pfahl gebaut sind, sowie eine
Kletterwand, die an einer der beiden Plattformen angebracht ist.

& 3

Pfahl 1 Pfahl 2

4
Plattfoém 1 Plattform 2

X3

Im verwendeten Koordinatensystem beschreibt die x; x2-Ebene den horizontalen Unter-
grund. Die Plattformen und die Kletterwand werden als ebene Vielecke betrachtet. Eine
Léangeneinheit entspricht 1m in der Wirklichkeit. Die Punkte, in denen die Pfihle aus dem
Untergrund austreten, werden durch Py (0]0]0) und P»(5/10|0) dargestellt. Auerdem sind
die Eckpunkte A(3|0]2), B(0|3]2), E(6|0]0), F(0|6]0), R(5|7|3) und T'(2|10|3) gegeben.
Die Materialstérke aller Bauteile der Anlage soll vernachléssigt werden.

In den Mittelpunkten der oberen und unteren Kante der Kletterwand sind die Enden
eines Seils befestigt, das 20% linger ist als der Abstand der genannten Mittelpunkte.
Berechnen Sie die Liange des Seils.
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Losung zu Teilaufgabe Teil B a

Erlduterung: Betrag eines Vektors
Mittelpunkt einer Strecke

ax
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as
B 2
ai ai
Pfahl 1 dl=|[ a2 || =, ay =/a? + a3 + a3
Plattform 1‘1 a3 a3
C
Tt
‘MABMEF‘ = /1,52 41,52+ (=2)2 = \/8,5
Linge des Seils: 1,2-4/8,5=3,5m
Teilaufgabe Teil B b (4 BE)
Erldauterung: Mittelpunkt einer Strecke Die Punkte A, B, E und F liegen in der Ebene L. Ermitteln Sie eine Gleichung von L in

Die Formel fiir die Berechnung des Mittelpunktes M zwischen zwei Punkten A Normalenform.

und B lautet:

ﬁ:%~(2+_3>)

(zur Kontrolle: L : 2z + 2x9 + 323 —12=0)

Losung zu Teilaufgabe Teil B b

Ebene aus drei Punkte

N 1 3 0 1,5
Map = 9 (ZJ + ; - 1’25 Richtungsvektoren der Ebene L:
6 0 3 0 3 -3
Mpr=20{o)+(6]]=](3 AB=B-A=[3]-{0]=] 3
2 0 0 0 2 2 0
6 3 3
Ldnge eines Vektors ﬁ = E — Z =0 ])]—-10|= 0
0 2 -2
3 1,5 1,5 A(3]0]2) sei Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene L.
MapMpp=Mpp—tap=|3 |- 15]|={ 15
0 2 2

Ebenengleichung in Normalenform

Normalenvektor n_Z der Ebene L bestimmen:
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Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b ist ein
Vektor 7 , der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannte Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

N a by az by —az - by
7><b: as X b2 = a3-b17a1~b3
as b3 ay-by —az-by

In diesem Fall ist:

-3 3 3.(-2)-0 —6

3 |x[ o ]=(o-(3-(2|=[ -

0 9 0-3-3 9
-3 3 —6
ABxAE=| 3 |x| o | = =6
0 2 —9

Erlduterung: Vereinfachen
Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Teilen/Multiplizieren durch/mit einen Faktor sind erlaubt.

1
Hier wird der Normalenvektor mit -3 multipliziert.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

1 —6 2
= n_L>=—§- -6 | = 2
-9 3

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:

Abitur Bayern 2018 Geometrie VI
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Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:n’;}o?:ﬁgo?

Hier (A ist Aufpunkt):

2 2 3
L: 2 07= 2 ol O
3 3 2

i

L:2x14+220+321=64+0+6

L:2x1 4220+ 321—12=0

Teilaufgabe Teil B ¢ (2 BE)

Zeigen Sie, dass die Kletterwand die Form eines Trapezes hat.

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Lagebeziehung von Vektoren

-3
ac=| 3
0
6
EF=| 6
0
-3 6 k=1
3 =k- 6 = k:%
0 0 kEeR

ﬁ ist ein Vielfaches von ﬁ , also parallel.
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Teilaufgabe Teil B d (3 BE)

Bestimmen Sie die Grofile des Winkels, den die Kletterwand mit dem Untergrund ein-
schlieft.

Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Winkel zwischen zwei Ebenen
Normalenvektor 7TL> der Ebene L: 7TL> =

Normalenvektor der x; zo-Ebene: W=

— o o W

Erlduterung: Winkel zwischen zwei Ebenen

—

_. ng E
Nng

~

Der Winkel « zwischen zwei Ebenen E und G ist gleich dem Winkel zwischen den
Normalenvektoren 7z und ’n_é

Winkel ¢ zwischen den Normalenvektoren der Ebene L und der x; xo-Ebene bestimmen:
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Erlduterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Ebenen
%
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b
— —
:|7|~’b"cosi<7, b)
———
«

folgt fiir den Winkel « zwischen den beiden Vektoren:
@o b
@[

(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)

cosa =

cosp =

OG[\'J[\’J X R Y
»—noo"oo

Erlduterung: Betrag eines Vektors

ai
Die Lénge (bzw. der Betrag) | @| cines Vektors @ = | ao ist gegeben durch:
as
ay
\7\: az \/‘h +a2+a3
a3
0
Fiir den Richtungsvektor der z; z9-Ebene nE = 0 gilt z.B:
1

g = V02402 +12=1

0+0+3 3
V2124321 V1T

3
= =cos! <—> ~ 43,31°
4 V7

cosp =
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Teilaufgabe Teil B e (3 BE)
.. . . o Erlduterung: Betrag eines Vektors
Uber ein Kletternetz kann man von einer Plattform zur anderen gelangen. Die vier Eck-

punkte des Netzes sind an den beiden Pfihlen befestigt. Einer der beiden unteren Eck- ap
punkte befindet sich an Pfahl 1 auf der Hohe der zugehorigen Plattform, der andere untere Die Linge (bzw. der Betrag) |E>| eines Vektors @ = | ap ist gegeben durch:
Eckpunkt an Pfahl 2 oberhalb der Plattform 2. An jedem Pfahl betréigt der Abstand der as

beiden dort befestigten Eckpunkte des Netzes 1,80 m. Das Netz ist so gespannt, dass

2
. . . ay ay
davon ausgegangen werden kann, dass es die Form eines ebenen Vierecks hat. 2 o 2
7 ‘7‘: a2z = az =/aj +a; +ag
as

as

Berechnen Sie den Flidcheninhalt des Netzes und erldutern Sie Thren Ansatz.

— e
Losung zu Teilaufgabe Teil B e ‘Pl P2‘ =52+ 10 +0= V125
Linge eines Vektors Fldcheninhalt eines Parallelogramms

A=1,8-V125 ~ 20,12 m?
. > .
Parallelogramm mit Hohe ‘Pl le und der Grundseite der Léinge 1,8 m.

1,80

Plattform 2

Teilaufgabe Teil B f (5 BE)

Die untere Netzkante beriihrt die Plattform 2 an der Seite, die durch die Strecke [R T'] dar-
gestellt wird. Betrachtet wird der untere Eckpunkt des Netzes, der oberhalb der Plattform
2 befestigt ist. Im Modell hat dieser Eckpunkt die Koordinaten (5/10|h) mit einer reellen

0 5
Zahl h > 3. Die untere Netzkante liegt auf der Geraden g : ? =10 ]+X- 10
2 h—2
, AeR.
P;(0]0]0) Berechnen Sie den Abstand des betrachteten Eckpunkts von der Plattform 2.
P5(5]10/0)
Losung zu Teilaufgabe Teil B f
5
J?Pz) — 1?2 _ 1?1 = 10 Geradengleichung aufstellen
0
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61 %3 RT
-
Pfahl 1

Pf@_m{/

4
Plattfofr:m 1 ) Plattform 2

(51101H)

R(5[7(3)
T(2[10]3)

Richtungsvektor der Geraden RT":

2 5 -3
RT=T-B=[10|-(7]|=( 3
3 3 0

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade ¢ ist durch einen Ortsvektor ? und cinen Richtungsvektor o
eindeutig bestimmt:

g:?z?Jru-W ,peR

Wenn R als Aufpunkt genommen wird, dann ist ﬁ der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden RT.

5 -3
RT:X=|7|+u-| 3
3 0
———
B

Schnitt zweier Geraden

Gerade RT und g schneiden: RT Ng
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Erlduterung: Gleichsetzen

Die Geradengleichungen werden gleichgesetzt. Es entsteht somit ein Gleichungssys-
tem mit zwei Unbekannten.

5 -3 0 5
7 4| 3 )=(0]+x]| 10
3 0 2 h—2

Erlduterung: Rechenweg

5 5
Der Vektor 7 wird auf die rechte und der Term A 10 auf die linke
3 h—2
Seite gebracht.
-3 5 -5 I. -3u—-5\x = =5
e 3 - A 10 =\ -7 — II. 3u—10" = -7
0 h—2 -1 . -A(h—2) = -1
4
I+1I: —-15A=-12 = )\:5
. 4 5
A in III: —g(h—Q):—l = h—2:1 = h=3,25

Abstand:  3,25—-3=0,25m
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