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nz
Gegeben ist die Funktion f : z +— % mit maximalem Definitionsbereich D.
Teilaufgabe Teil A 1a (3 BE)

Geben Sie D sowie die Nullstelle von f an und bestimmen Sie lzn(z)f(z)
T

Teilaufgabe Teil A 1b (4 BE)

Ermitteln Sie die z-Koordinate des Punkts, in dem der Graph von f eine waagrechte
Tangente hat.

Geben Sie jeweils den Term und den Definitionsbereich einer Funktion an, die die angegebe-
ne(n) Eigenschaft(en) besitzt.

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Der Punkt (2]0) ist ein Wendepunkt des Graphen von g.

Teilaufgabe Teil A 2b (2 BE)

Der Graph der Funktion h ist streng monoton fallend und rechtsgekriimmt.
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Abbildung 1 zeigt den Graphen der in R definierten Funktion f.

Abb. 1

Teilaufgabe Teil A 3a (2 BE)

5
Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung 1 einen Niherungswert fiir / f(z) dx.
3

Die Funktion F' ist die in R definierte Stammfunktion von f mit F(3) = 0.
Teilaufgabe Teil A 3b (1 BE)
Geben Sie mithilfe der Abbildung einen Niherungswert fiir die Ableitung von F' an der
Stelle z = 2 an.
Teilaufgabe Teil A 3c (2 BE)
b
Zeigen Sie, dass F(b) = /f(,L) dx mit b € R gilt.
3
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Teilaufgabe Teil A 4 (4 BE)

Abbildung 2 zeigt den Graphen Gy, einer in R definierten Funktion k.

Skizzieren Sie in Abbildung 2 den Graphen der zugehérigen Ableitungsfunktion &’. Be-
riicksichtigen Sie dabei insbesondere einen Niherungswert fiir die Steigung des Graphen
G}, an dessen Wendepunkt (0] — 3) sowie die Nullstelle von k’.

Abb. 2
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Im Rahmen eines W-Seminars modellieren Schiilerinnen und Schiiler einen Tunnelquerschnitt,
der senkrecht zum Tunnelverlauf liegt. Dazu beschreiben sie den Querschnitt der Tunnelwand
durch den Graphen einer Funktion in einem Koordinatensystem. Der Querschnitt des Tunnel-
bodens liegt dabei auf der x-Achse, sein Mittelpunkt M im Ursprung des Koordinatensystems;
eine Léngeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Realitdt. Fiir den
Tunnelquerschnitt sollen folgende Bedingungen gelten:

I Breite des Tunnelbodens: b = 10 m
II Hohe des Tunnels an der hochsten Stelle: h = 5 m

III Der Tunnel ist auf einer Breite von mindestens 6 m mindestens 4 m hoch.

Eine erste Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand verwendet die Funktion p :  — —0, 222 +5

mit Definitionsbereich D, = [-5;5].
Teilaufgabe Teil B 1la (6 BE)

Zeigen Sie, dass die Bedingungen I und II in diesem Modell erfiillt sind.
Berechnen Sie die Grofle des spitzen Winkels, unter dem bei dieser Modellierung die linke
Tunnelwand auf den Tunnelboden trifft.

Schiilerinnen und Schiiler untersuchen nun den Abstand d(z) der Graphenpunkte P, (z|p(x))
vom Ursprung des Koordinatensystems.

Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)
Zeigen Sie, dass d(z) = /0, 04x* — 22 4 25 gilt.
Teilaufgabe Teil B 1c (5 BE)

Es gibt Punkte des Querschnitts der Tunnelwand, deren Abstand zu M minimal ist. Be-
stimmen Sie die x-Koordinaten der Punkte P, fiir die d(z) minimal ist, und geben Sie
davon ausgehend diesen minimalen Abstand an.
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Eine zweite Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand verwendet eine Kosinusfunktion
vom Typ k: 2+ 5-cos (¢-x) mit ¢ € R und Definitionsbereich Dy, = [—5;5], bei der offen-
sichtlich Bedingung II erfiillt ist.
Teilaufgabe Teil B 2a (5 BE)

Bestimmen Sie ¢ so, dass auch Bedingung I erfiillt ist, und berechnen Sie damit den Inhalt
der Querschnittsfliche des Tunnels.

100
(zur Kontrolle: ¢ = %, Inhalt der Querschnittsfliche: — m?)
™

Teilaufgabe Teil B 2b (2 BE)

Zeigen Sie, dass Bedingung IIT weder bei einer Modellierung mit p aus Aufgabe 1 noch bei
einer Modellierung mit & erfiillt ist.

Eine dritte Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand, bei der ebenfalls die Bedingun-
gen I und II erfiillt sind, verwendet die Funktion f :z ~ /25 — 22 mit Definitionsbereich
Dy =[-5;5].

Teilaufgabe Teil B 3a (5 BE)

Begriinden Sie, dass in diesem Modell jeder Punkt des Querschnitts der Tunnelwand von
der Bodenmitte M den Abstand 5 m hat.

Zeichnen Sie den Graphen von f in ein Koordinatensystem ein (Platzbedarf im Hinblick
auf spétere Aufgaben: —5 <z <9, —1 < y < 13) und begriinden Sie, dass bei dieser Mo-
dellierung auch Bedingung IIT erfiillt ist.

Betrachtet wird nun die Integralfunktion F' : z — / f(t) dt mit Definitionsbereich Dp = [—5; 5].
0
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Teilaufgabe Teil B 3b (5 BE)
.. 25
Zeigen Sie mithilfe einer geometrischen Uberlegung, dass F(5) = i gilt.
Einer der Graphen A, B und C ist der Graph von F'. Entscheiden Sie, welcher dies ist, und

begriinden Sie Ihre Entscheidung, indem Sie erklidren, warum die beiden anderen Graphen
nicht infrage kommen.

2 2 2
0 % % 0 X,
-5 0 5 -5 0 5 5 0 5

A

-20 -20 -20

Teilaufgabe Teil B 3c (2 BE)

Berechnen Sie, um wie viel Prozent der Inhalt der Querschnittsfliche des Tunnels bei einer
Modellierung mit f von dem in Aufgabe 2a berechneten Wert abweicht.

Der Tunnel soll durch einen Berg fithren. Im betrachteten Querschnitt wird das Profil des

4
Berghangs iiber dem Tunnel durch eine Gerade g mit der Gleichung y = fgx + 12 modelliert.

Teilaufgabe Teil B 3d (4 BE)

Zeigen Sie, dass die Tangente ¢ an den Graphen von f im Punkt R (4]f(4)) parallel zu g
verlduft. Zeichnen Sie g und ¢ in das Koordinatensystem aus Aufgabe 3a ein.

Teilaufgabe Teil B 3e (3 BE)

Der Punkt R aus Aufgabe 3d entspricht demjenigen Punkt der Tunnelwand, der im be-
trachteten Querschnitt vom Hangprofil den kleinsten Abstand e in Metern hat. Beschreiben
Sie die wesentlichen Schritte eines Verfahrens zur rechnerischen Ermittlung von e.
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Loésung

Teilaufgabe Teil A 1a (3 BE)

Inz
Gegeben ist die Funktion f : 2 — —5- mit maximalem Definitionsbereich D.
x

Geben Sie D sowie die Nullstelle von f an und bestimmen Sie lin})f(x).
T

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a
Definitionsbereich bestimmen

f@ =28 5 Do
X

~~
>0

Erlduterung: Definitionsbereich der Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion Inz ist nur fiir positive z-Werte definiert.

Ihr Definitionsbereich ist D = R™ =]0; +oc].

Nullstellen einer Funktion

Nullstellen bestimmen: f(z) =0

Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz, um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
2-Achse) zu bestimmen, lautet stets:

flz)=0

Die Gleichung muss anschlieSend nach x aufgelost werden.
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Erlduterung: Bruch gleich Null setzen

Ein Bruch ist dann gleich Null, wenn der Zéhler gleich Null ist.
Zu beachten ist dabei, dass die Nullstelle des Zéhlers nicht gleich sein darf wie die
Nullstelle des Nenners (hebbare Liicke)

=~
. Inx
lim—s5— = —o0
z—0
—0
Oder auch:
. 1
lim—- =lim—5- - lnxz, = —00
z—0 T z—0 g ~~
N~ ——00
—0
~—~—
—+o0

© Abiturloesung.de



Seite 9 Abiturloesung.de - Abituraufgaben http://www.abiturloesung.de/ Seite 10

Erlduterung: Wertebereich der Logarithmusfunktion Erlduterung: Quotientenregel der Differenzialrechnung
Graph der In-Funktion: Quotientenregel:
u(x) u'(z) - v(x) —u(z) o' (z)
f(@) = > f@)= !
v(@) [v(2)]
y A
14 Inx
Hier ist u(z) =Inz und v(z) =22 .
Dann ist (@)=L und o'(z) =22 .
v .
o 1 2 g
() 1.22—(n2)- 22 z-2z-Inz
) = =
ol ! (@2)? P
2] Erlduterung: Waagerechte Tangente

Die Steigung einer waagerechten Tangente ist gleich Null.

Am Graphen der In-Funktion lassen sich die Grenzwerte ablesen. ) ) ,
Erste Ableitung gleich Null setzen: f'(z) =0

_z—2z-Inz

0 1

X

Teilaufgabe Teil A 1b (4 BE
= ( ) Erlduterung: Bruch gleich Null setzen

Ermitteln Sie die z-Koordinate des Punkts, in dem der Graph von f eine waagrechte

Tangente hat. Ein Bruch ist dann gleich Null, wenn der Z#hler gleich Null ist.

Zu beachten ist dabei, dass die Nullstelle des Zahlers nicht gleich sein darf wie die

Losung zu Teilaufegabe Teil A 1b Nullstelle des Nenners (hebbare Liicke).

Waagerechte Tangenten

0=z—-2x-Inz
Erste Ableitung bilden:

0=z -(1-2Inz)
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Erlduterung: Produkt gleich Null setzen

Das Produkt zweier Terme a und b ist genau dann gleich Null, wenn mindestens
einer der Terme Null ist:

a-b=0 — a=0 und/oder b=0
Alle Terme werden einzeln untersucht.

Der Fall £ =0 muss hier ausgeschlossen werden, da 0 nicht im Definitionsbe-
reich Dy liegt.

0=1-2Inz
1

lnxzi eV
1

T =e2

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Geben Sie jeweils den Term und den Definitionsbereich einer Funktion an, die die ange-
gebene(n) Eigenschaft(en) besitzt.

Der Punkt (2]0) ist ein Wendepunkt des Graphen von g.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2a

Funktionsgleichung ermitteln

Erlduterung: Wendepunkt

Vorwissen:

Der Graph von % hat ein Wendepunkt an der Stelle z = 0.
Verschiebt man den Grpahen von z® entlang der x-Achse um 2 nach rechts,
so hat dieser an der Stelle z = 2 ein Wendepunkt.
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Teilaufgabe Teil A 2b (2 BE)

Der Graph der Funktion h ist streng monoton fallend und rechtsgekriimmt.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b

Funktionsgleichung ermitteln

Zum Beispiel:

Alternative Ldsung

Weitere Funktion:

Erlduterung: Monotonieverhalten einer Funktion, Kriimmungsverhalten einer Funktion

Uberlegung:

Jede nach unten geodffnete Parabel ist ab dem Scheitelpunkt streng monoton
fallend und rechtsgekriimmt.

Damit die Funktion im ganzen Definitionsbereich diese Eigenschaften hat,
muss der Definitionsbereich der Parabel eingegrenzt werden.

h(z) = —2®, Dy =1[0,00]

Teilaufgabe Teil A 3a (2 BE)

Abbildung 1 zeigt den Graphen der in R definierten Funktion f.

© Abiturloesung.de
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=
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\\ //
0
0 1 2 3 4 5 6
—-1

Abb. 1

5
Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung 1 einen Niherungswert fiir / f(z) dx.
3

Losung zu Teilaufgabe Teil A 3a

Abschitzen eines Integrals durch Flichen

0,75 .
|
3

0,75 +1,6)

-2=2
) ,35

5
/f(.’l?) dx =~ ATrapez =
3
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Teilaufgabe Teil A 3b (1 BE)

Die Funktion F ist die in R definierte Stammfunktion von f mit F'(3) = 0.

Geben Sie mithilfe der Abbildung einen Néherungswert fiir die Ableitung von F' an der
Stelle z = 2 an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 3b

Anwendungsaufgabe

F' = f, da F Stammfunktion von f.

F'(2) = f(2) ~ 0,5

Teilaufgabe Teil A 3c (2 BE)

b
Zeigen Sie, dass F(b) = /f(a:) dx mit b € R gilt.
3

Losung zu Teilaufgabe Teil A 3c

Figenschaften der Integralfunktion

b
F3)=0 = F(b):/f(z) dx
3

Teilaufgabe Teil A 4 (4 BE)

Abbildung 2 zeigt den Graphen Gy einer in R definierten Funktion k.

Skizzieren Sie in Abbildung 2 den Graphen der zugehdrigen Ableitungsfunktion k'. Be-
riicksichtigen Sie dabei insbesondere einen N#iherungswert fiir die Steigung des Graphen
G}, an dessen Wendepunkt (0] — 3) sowie die Nullstelle von k’.
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-~
G y Erlduterung:
k———~-—.._______ 1 Der Graph der ersten Ableitung hat genau dort Nullstellen, wo der Graph der Funk-
tion Extrempunkte hat.
™~ 0 LN
' 5 | 4| 3] - 1 o 1] ]
N |
N -1 i~ ’
\ | y
B / Gy —— 1 /
I
N 0 X
-3 / 53 | - 1 ol /i 1

17 SQUNERENEE
TN N
Abb. 2 4 [

—

' G
Losung zu Teilaufgabe Teil A 4 2
-4
Graph der Ableitungsfunktion
\

Erlduterung: Tangentensteigung

Die Steigung m der Tangente ¢t an dem Graphen Gy einer Funktion f(z) in
einem Punkt S(zslys) ist gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an
der Stelle zg.

m = f'(zs)

In diesem Fall ist g =0. Man legt dort eine Tangente an und liest am Stei-
gungsdreieck den Wert der Steigung ab:

K (1) =0
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Erlduterung:

Zusammenhang zwischen Stammfunktion F und Ausgangsfunktion f:

wof.. ist ...

oberhalb der w-aAchse verlauft streng monoton steigend

unterhalb der x-~chse verlauft | streng monoton fallend Eine erste Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand verwendet die Funktion p : z — —0, 22% 4+ 5
streng monaton steigt linksgekrimmt mit Definitionsbereich D), = [-5;5].

streng monoton fallt rechtsgekrimmt

Zeigen Sie, dass die Bedingungen I und II in diesem Modell erfiillt sind.

. ) . . a Berechnen Sie die Grofle des spitzen Winkels, unter dem bei dieser Modellierung die linke
Daraus ergeben sich weitere Zusammenhéinge: . v
Tunnelwand auf den Tunnelboden trifft.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1a

f besitzt | F besitat
eine Mullstelle mit W2W +f - Maximum / Hochpunkt Nullstellen einer Funktion
gine Mullstelle mit V2w -f+ Minimum / Tiefpunkt
doppelte Mullstelle Terrassenpunkt y A
Extremna (Min, oder Max) wendepunkt s
. . . . . . G
In diesem Fall ist k die Stammfunktion, und &’ die Ausgangsfunktion P
Sfa
>
0 5 X
Teilaufgabe Teil B 1a (6 BE)

Im Rahmen eines W-Seminars modellieren Schiilerinnen und Schiiler einen Tunnelquer-

schnitt, der senkrecht zum Tunnelverlauf liegt. Dazu beschreiben sie den Querschnitt der

Tunnelwand durch den Graphen einer Funktion in einem Koordinatensystem. Der Quer-

schnitt des Tunnelbodens liegt dabei auf der x-Achse, sein Mittelpunkt M im Ursprung p(z) = -0, 202 4+ 5
des Koordinatensystems; eine Liangeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Me-

ter in der Realitét. Fiir den Tunnelquerschnitt sollen folgende Bedingungen gelten:

I Breite des Tunnelbodens: b = 10 m
IT Hohe des Tunnels an der hoéchsten Stelle: h = 5 m

III Der Tunnel ist auf einer Breite von mindestens 6 m mindestens 4 m hoch.

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung IT © Abiturloesung.de
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Erlduterung: Nullstellen

Der Ansatz, um die Nullstellen (die Schnittpunkte einer Funktion f mit der
2-Achse) zu bestimmen, lautet stets:

f@)=0

Die Gleichung muss anschlielend nach x aufgelost werden.

Nullstellen bestimmen: p(z) =0
0=-0,222+5
0,22 =5

22=2 = T12=%+V25 =45 =  Bedingung I erfiillt

Scheitelpunktform einer Parabel
5(0]5) ist Scheitelpunkt von G, =  Bedingung II erfiillt
Winkel bestimmen

Erste Ableitung bestimmen: p/(z) = —0, 4x

Erlduterung: Tangentensteigung

Die Steigung der Tangente an den Graphen einer Funktion an der Stelle zg, ist
gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an der Stelle zg.

Sie entspricht auch dem Tangens des Winkels «, welcher die Tangente mit
der z-Achse bildet.

f'(w0) = tana

tana = p'(=5)
tana = 2

a =tan"1(2) ~ 63,4°
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Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)

Schiilerinnen und Schiiler untersuchen nun den Abstand d(z) der Graphenpunkte P, (z|p(z))
vom Ursprung des Koordinatensystems.

Zeigen Sie, dass d(z) = v/0,04z* — 22 + 25 gilt.
Losung zu Teilaufgabe Teil B 1b

Abstand zweier Punkte
y A
P(x|p(x))

p(x)

*y

p(z) = —0,22% + 5

Erlduterung: Satz des Pythagoras

Der Abstand zwischen einem Punkt P auf dem Graphen p und dem Ursprung kann
mit dem Satz des Pythagoras bestimmt werden.

Der Abstand entspricht der Lénge der Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck (siche
Bild).

d(x) = V2> + p*(z)

d(z) = /22 + (=0,222 + 5)°

d(z) = /22 +0,042% — 222 + 25 = \/0,04a* — 22 + 25

© Abiturloesung.de
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Teilaufgabe Teil B 1c (5 BE)

Es gibt Punkte des Querschnitts der Tunnelwand, deren Abstand zu M minimal ist.
Bestimmen Sie die x-Koordinaten der Punkte P, fiir die d(z) minimal ist, und geben Sie
davon ausgehend diesen minimalen Abstand an.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1c

Ezxtremwertaufgabe

d(z) = /0,04z* — 22 + 25
Erste Ableitung bilden:

Erlduterung: Potenzregel
an =Vam = a=<a= az

Die Wurzel wird hier als Potenz geschrieben.

!

d'(z) = [(0,041‘4 22y 25)%]

Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung

Kettenregel:

f@)=u(@) = f(2)=d(() ()

Hier ist  u(z) = (... )% und  w(z) = 0,04z — 2% + 25.
Dann ist  o/(z) = 5( .. )7% und  ¥/(z) = 0,162% — 2z.

N 4_ 2 3 3
d'(z) == (0,0dz" — 2® +25) 2 - (0,162° — 2z)

N =

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung IT

Erlduterung: Umformung

1 . _1 . 1
d(v) = 3 (o, 042t — 22 + 25)7 7. (07 1623 — 21) | Regela™ = n anwen-
den
U 1 1 3
d(z) == ———— - (0,162° — 22) | Potenz als Wurzel
2 (0,042% — 22 +25)2
umformen
U 1 3
d(z) = -(0,162° — 2z)
2-4/0,0424 — 22 + 25
1623 — 2
d(z) = 0,162 L

2-4/0,04z% — 22 + 25

0,163 — 2z

2-4/0,04z4 — 22 + 25

d(z) =

Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Extrempunkt an der Stelle z”
erfiillt sein:

f (z¥) =0, daher immer der Ansatz:  f'(z) =0

Erste Ableitung gleich Null setzen: d'(z) = 0

0,163 — 2z

- 2-4/0,04z% — 22 + 25

Erlduterung: Bruch gleich Null setzen
Ein Bruch ist dann gleich Null, wenn der Zéhler gleich Null ist.
Zu beachten ist dabei, dass die Nullstelle des Zéhlers nicht gleich sein darf wie die
Nullstelle des Nenners (hebbare Liicke).

0=0,16z° — 2z

0=2z-(0,082% — 1)

© Abiturloesung.de
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Erlduterung: Produkt gleich Null setzen

Das Produkt zweier Terme a und b ist genau dann gleich Null, wenn mindestens
einer der Terme Null ist:

a-b=0 — a=0 und/oder b=0

Alle Terme werden einzeln untersucht.
1.z 1= 0
2.0,0822 -1=0 = x23==%12,5

d(0) =5

d (i 1275) - \/0704- (i\/ﬁ){ (i 1275)2+25: 18,75 ~ 4,3

= d(z) ist minimal fiir x = £4/12,5

(Da die Aufgabenstellung die Existenz von Punkten mit minimalem Abstand vorgibt, ist die
Uberpriifung, ob es sich tatséichlich um Extremwerte handelt, in diesem Fall nicht notwendig.)

Teilaufgabe Teil B 2a (5 BE)

Eine zweite Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand verwendet eine Kosinusfunk-
tion vom Typ k : & — 5 - cos (c- ) mit ¢ € R und Definitionsbereich Dy, = [—5; 5], bei der
offensichtlich Bedingung IT erfiillt ist.

Bestimmen Sie ¢ so, dass auch Bedingung I erfiillt ist, und berechnen Sie damit den Inhalt
der Querschnittsfliche des Tunnels.

1
(zur Kontrolle: ¢ = %, Inhalt der Querschnittsfliche: 100 m?)
T

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2a

Funktionsgleichung ermitteln

k(z) =5-cos(c-z), Dy =][-5;5]
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Erlduterung:

Damit Bedingung I erfiillt ist, muss die Funktion k& an den Stellen & = 45 Nullstellen
besitzen.

Bedingung I: ~ k(—5) = k(5) =0
Erlduterung: Nullstellen der Kosinusfunktion

Die Nullstellen der Kosinusfunktion, sprich die Schnittpunkte der Funktion mit der
x-Achse, wiederholen sich periodisch.

Y
\ 0 /L
31T -In 2 o ™ |I'| T2 XF
™  3m b7
Nullstellen: =0,+—,+—,+—...
ullstellen x =0, Tt

k(—5) =5-cos(—5¢c) =0 — —5c = 7%

k(5) =5 cos(bc) =0 — 5¢ = g
j — 1
‘T 10
Fldichenberechnung

© Abiturloesung.de
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ol 4

Erlduterung: Bestimmtes Integral

Die Fliche die G mit der x-Achse zwischen —5 und 5 einschliefit, ist gegeben
durch das bestimmte Integral:

A= 71«@:) dx

Erlduterung: Achsensymmetrie

Der Graph der Kosinusfunktion ist achsensymmetrisch, die Fliche die Gj mit der
x-Achse zwischen —5 und 5 einschliefit ist dopplet so grof}, wie die Flidche zwischen
0 und 5.

Erlduterung: Rechenregeln fiir Integrale

b b
/c.f(x)dx = c~/f(x)dx
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Erlduterung: Stammfunktion, Rechenregeln fiir Integrale

Bendtigte Regel zur Bildung der Stammfunktion von cos (%T) (siehe auch
Merkhilfe Mathematik):

1
/f(ax +bdx = aF(az +b)+C  (F Stammfunktion von f)

Ein Stammfunktion von cos z ist sin x.

5

A=10- [%-sin (1101)]

10 0

Erlduterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F' eine Stammfunktion von f, dann ist F/ = f und es gilt:

b
1@ dx= [F@lk = Fo) - (0

A=10- E~sin (g>79»sin (0)
™ . ™ T

_wo
s

Teilaufgabe Teil B 2b (2 BE)

Zeigen Sie, dass Bedingung III weder bei einer Modellierung mit p aus Aufgabe 1 noch
bei einer Modellierung mit k erfiillt ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2b

Funktionswert berechnen

Beispiel:

© Abiturloesung.de
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y A
Erlduterung:
Man zeigt, dass die Funktionswerte fiir = 43 kleiner sind als 4.
Dies bedeutet, dass auf einer Breite von 6 m die Tunnelwand nicht 4 m hoch ist.
p(£3)=—-0,2-32+5=3,2<4
T
k(£3) =5 - cos <E'3) ~2,04<4
5
Gy
Teilaufgabe Teil B 3a (5 BE)
Eine dritte Modellierung des Querschnitts der Tunnelwand, bei der ebenfalls die Bedin-
gungen I und II erfiillt sind, verwendet die Funktion f : z — /25 — 22 mit Definitions- >
bereich Dy = [—5;5]. -5 0 5 al

Begriinden Sie, dass in diesem Modell jeder Punkt des Querschnitts der Tunnelwand von
der Bodenmitte M den Abstand 5 m hat.

Zeichnen Sie den Graphen von f in ein Koordinatensystem ein (Platzbedarf im Hinblick
auf spitere Aufgaben: —5 <z <9, —1 < y < 13) und begriinden Sie, dass bei dieser Mo-
dellierung auch Bedingung IIT erfiillt ist.

f(£3)=4 = Bedingung III ist erfiillt

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3a

Teilaufgabe Teil B 3b (5 BE)

Abstand zweier Punkte v
Betrachtet wird nun die Integralfunktion F' : x — / f(t) dt mit Definitionsbereich Dp = [—5; 5].
0

Begriindung: der Graph von f ist ein Halbkreis mit Radius 5 um den Ursprung (0]0).

.. 25
Rechnerischer Beweis wie in Teilaufgabe Teil B 1b: Zeigen Sie mithilfe einer geometrischen Uberlegung, dass F'(5) = —m gilt.
Einer der Graphen A, B und C ist der Graph von F. Entscheiden Sie, welcher dies ist,
P(z|f(z)) € Gy und begriinden Sie Ihre Entscheidung, indem Sie erkldren, warum die beiden anderen

Graphen nicht infrage kommen.
d(P,M) = /@ + (@)

d(P,M) = /22425 —22=+/25=5

Skizze
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20fy Njy / 21:17
0 X, X, 0 %,
-5 0 5 5 0 5

20 -20 20

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3b

Fldichenberechnung

y &

Fliacheninhalt Kreis mit Radius 5: Akreis = 7 - 52 = 257

Erlduterung: Bestimmtes Integral

Die Fliche die Gy mit der x-Achse zwischen 0 und 5 einschlieBt, ist gegeben
durch das bestimmte Integral:

5

F(5) = /f(t) dt

0
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25

i 1
F(5) = /f(t) dt = 1 - AKreis = Z?T
0

Abschditzen eines Integrals durch Flichen

A ist der Graph von F.

Begriindung:

Erlduterung: Zusammenhang Stammfunktion / Funktion

Zusammenhang zwischen F und f:

wo L., ist Pl

oberhalb der x-Achse verlauft streng monoton steigend

unterhalb der x-Achse verlauft | streng monoton fallend

streng monoton steigt linksgekrimmt

streng monoton fallt rechtsgekriimmt

Daraus ergeben sich weitere Zusammenhiéinge:

f besitzt | F besitzt

sine Mullstalle mit VW +f - Waximum / Hochpunkt
sine Mullstelle mit V2w -f+ rinimum / Tiefpunkt
doppelte Mullstelle Terrassenpunkt
Extrema (Min. oder Max) Wendepunkt

B ist falsch, da F' eine Stammfunktion von f ist und als solche wegen f(z) > 0 monoton
steigend ist.

C ist falsch, da f im Bereich 0 < 2 < 5 streng monoton abnehmend ist und der Graph von F'
in diesem Bereich damit rechtsgekriimmt ist.

© Abiturloesung.de
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Teilaufgabe Teil B 3c (2 BE)
Erste Ableitung bilden:
Berechnen Sie, um wie viel Prozent der Inhalt der Querschnittsfliiche des Tunnels bei

einer Modellierung mit f von dem in Aufgabe 2a berechneten Wert abweicht.
Erlduterung: Potenzregel

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3c .
o= a™m = \/E = \Z/E =a2

a

Verhdltnis von Teilflichen

100 i oy
Teilaufgabe Teil B 2a: A= — f(z) = [(25 - %) 2]
™
Erliuterung: Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung
2 2 Kett vel:
F(5) = Z5w ~  A=2.F(5)= gw eftenrege
f@)=u(@) = [f(2)=d(@) V()
. . 25
Modellierung mit f: A= —mn o 1 5
2 Hierist wu(z)=(...)2 und o(x)=25-—2z°
Dann ist  u/(z) = 5( . )7% und  '(z) = —2z.
Prozentuale Abweichung:
1 -1 T
25 _ 100 flla)=5 (25—-2%) "7 (-22) = ———e
2T m 100 ~ 23,4% 2 V25— a?
Erlauterung: Tangentensteigung
Die Steigung der Tangente an den Graphen einer Funktion an der Stelle xy, ist gleich
Teilaufgabe Teil B 3d (4 BE) dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an der Stelle .
Der Tunnel soll durch einen Berg fithren. Im betrachteten Querschnitt wird das Profil
4
. iiber : . i : =, 4
des Berghangs iiber dem Tunnel durch eine Gerade g mit der Gleichung y 31 +12 P4y = — _2 stimmt mit der Steigung von g iiberein.
modelliert. 25-16 3

=t und g sind parallel

Zeigen Sie, dass die Tangente ¢ an den Graphen von f im Punkt R (4|f(4)) parallel zu g
verlduft. Zeichnen Sie g und ¢ in das Koordinatensystem aus Aufgabe 3a ein. Skizze

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3d

Steigung eines Funktionsgraphen

f) =B
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Gy
R

»
-5 ™M 5 g X

Teilaufgabe Teil B 3e (3 BE)

Der Punkt R aus Aufgabe 3d ent
betrachteten Querschnitt vom Han,

spricht demjenigen Punkt der Tunnelwand, der im
gprofil den kleinsten Abstand e in Metern hat. Be-

schreiben Sie die wesentlichen Schritte eines Verfahrens zur rechnerischen Ermittlung von

€.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 3e

Abstand Punkt - Gerade
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Beispiel einer Vorgehensweise:

1. Senkrechte Gerade n zu Gy in R aufstellen.

2. n und g schneiden und Schnittpunkt ¢ ermitteln.

3. Lénge der Strecke R () bestimmen.

. 4
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