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Abitur 2016 Mathematik Infinitesimalrechnung I

Gegeben ist die Funktion f : z +— V1 — Inz mit maximaler Definitionsmenge D.
Teilaufgabe Teil A 1la (2 BE)

Bestimmen Sie D.

Teilaufgabe Teil A 1b (2 BE)

Bestimmen Sie den Wert © € D mit f(z) = 2.

Teilaufgabe Teil A 2 (3 BE)
Zeigen Sie, dass der Graph der in R definierten Funktion g : z +— 22 -sinz punktsym-

metrisch beziiglich des Koordinatenursprungs ist, und geben Sie den Wert des Integrals
™

/:L'2 -sinz dx an.

Teilaufgabe Teil A 3 (3 BE)

Skizzieren Sie im Bereich —1 < & < 4 den Graphen einer in R definierten Funktion f mit
den folgenden Eigenschaften:

e fist nur an der Stelle x = 3 nicht differenzierbar.
e f(0) =2 und fiir die Ableitung f' von f gilt: f/(0) = —1.

e Der Graph von f ist im Bereich —1 < 2 < 3 linksgekriimmt.

Gegeben ist eine in R definierte ganzrationale Funktion f dritten Grades, deren Graph Gy an
der Stelle x = 1 einen Hochpunkt und an der Stelle = 4 einen Tiefpunkt besitzt.

Teilaufgabe Teil A 4a (3 BE)

Begriinden Sie, dass der Graph der Ableitungsfunktion f’ von f eine Parabel ist, welche
die 2-Achse in den Punkten (1|0) und (4]0) schneidet und nach oben gedffnet ist.

Teilaufgabe Teil A 4b (2 BE)

Begriinden Sie, dass 2,5 die z-Koordinate des Wendepunkts von G ist.
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Die Abbildung zeigt den Graphen der in R definierten Funktion f.

Teilaufgabe Teil A 5a (2 BE)

5
Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung einen Niherungswert fiir / f(z) dx.
3

Die Funktion F' ist die in R definierte Stammfunktion von f mit F(3) = 0.
Teilaufgabe Teil A 5b (1 BE)
Geben Sie mithilfe der Abbildung einen Niherungswert fiir die Ableitung von F' an der
Stelle z = 2 an.
Teilaufgabe Teil A 5c (2 BE)
b

Zeigen Sie, dass F(b) = /f(L) dx mit b € R gilt.
3

Gegeben ist die in R definierte Funktion f: z +— 3% 4+ ¢73%. Der Graph von f wird mit G
bezeichnet.
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Teilaufgabe Teil B 1la (2 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von Gy mit der y-Achse und begriinden
Sie, dass Gy oberhalb der x-Achse verlauft.

Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)

Ermitteln Sie das Symmetrieverhalten von Gy sowie das Verhalten von f fiir x — —oo und
fiir x — +o0.

Teilaufgabe Teil B 1c (4 BE)

1
Zeigen Sie, dass fiir die zweite Ableitung f” von f die Beziehung f”(z) = 1 f(z) firz € R
gilt. Weisen Sie nach, dass G linksgekriimmt ist.

[Zur Kontrolle: f'(x) = % . (e%x - e’%“>]
Teilaufgabe Teil B 1d (3 BE)
Bestimmen Sie Lage und Art des Extrempunkts von G.

Teilaufgabe Teil B 1le (3 BE)

Berechnen Sie die Steigung der Tangente g an Gy im Punkt P(2|f(2)) auf eine Dezimale
genau. Zeichnen Sie den Punkt P und die Gerade ¢ in ein Koordinatensystem ein (Platz-
bedarf im Hinblick auf das Folgende: —4 <z <4, -1 <y <9).

Teilaufgabe Teil B 1f (4 BE)

Berechnen Sie f(4), im Hinblick auf eine der folgenden Aufgaben auf zwei Dezimalen
genau, und zeichnen Sie unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse Gy im Bereich
—4 < 2z <4 in das Koordinatensystem aus Aufgabe le ein.

Teilaufgabe Teil B 1g (3 BE)

1
Zeigen Sie durch Rechnung, dass fiir € R die Beziehung Yl [f(x)]? - [f’(r)]z =1 gilt.

Die als Kurvenlénge L, bezeichnete Lénge des Funktionsgraphen von f zwischen den Punk-

b
ten (alf(a)) und (b|f(b)) mit a < b lésst sich mithilfe der Formel Ly, = / 1+ [f'(2))? dx
a

berechnen.
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Teilaufgabe Teil B 1h (4 BE)

Bestimmen Sie mithilfe der Beziehung aus Aufgabe 1g die Kurvenlinge Loy, des Graphen
von f zwischen den Punkten (0]f(0)) und (b|f (b)) mit b > 0.

[Ergebnis: Loy, = e — 2

Die Enden eines Seils werden an zwei vertikalen Masten, die 8,00 m voneinander entfernt
sind, in gleicher Hohe {iber dem Erdboden befestigt. Der Graph Gy aus Aufgabe 1 beschreibt
im Bereich —4 < x <4 modellhaft den Verlauf des Seils, wobei die Fufipunkte F; und F;
der Masten durch die Punkte (—4|0) bzw. (4]|0) dargestellt werden (vgl. Abbildung). Eine
Léangeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Realitét.

y A
Seil
Mast 1 f(x) Mast 2
0 >
F X F, X

Teilaufgabe Teil B 2a (2 BE)

Der Hohenunterschied zwischen den Aufhéngepunkten und dem tiefsten Punkt des Seils
wird als Durchhang bezeichnet. Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells den Durch-
hang des Seils auf Zentimeter genau.

Teilaufgabe Teil B 2b (5 BE)

Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells die Gréfle des Winkels, den das Seil mit
Mast 2 im Aufhéingepunkt einschliefit, sowie mithilfe der Kurvenlinge aus Aufgabe 1h die
Lénge des zwischen den Masten héingenden Seils auf Zentimeter genau.

Der Graph von f soll durch eine Parabel n&herungsweise dargestellt werden. Dazu wird die
in R definierte quadratische Funktion ¢ betrachtet, deren Graph den Scheitelpunkt (0/2) hat
und durch den Punkt (4]f(4)) verlduft.
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Teilaufgabe Teil B 2¢ (4 BE)

Ermitteln Sie den Term ¢(z) der Funktion ¢, ohne dabei zu runden.

Teilaufgabe Teil B 2d (3 BE)

Fiir jedes « €]0;4[ wird der Abstand der vertikal iibereinander liegenden Punkte (x[g(x))
und (z|f(z)) der Graphen von ¢ bzw. f betrachtet, wobei in diesem Bereich ¢(z) > f(z)
gilt. Der groBte dieser Absténde ist ein Mafl dafiir, wie gut die Parabel den Graphen G
im Bereich 0 < # < 4 anndhert. Beschreiben Sie die wesentlichen Schritte, mithilfe derer
man diesen groften Abstand rechnerisch bestimmen kann.

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I
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Loésung

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

Gegeben ist die Funktion f: 2z — v1 — Inz mit maximaler Definitionsmenge D.

Bestimmen Sie D.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a

Definitionsbereich bestimmen

flz)=v1—Inz

Erlduterung: Wertebereich des Radikanden

f(z) ist eine Wurzelfunktion. Der Term unter der Wurzel, also der Radikand
1 —Inx, muss grofer oder gleich Null sein.

Fiir In x muss zusétzlich gelten: > 0.

1—-lnz>0 und x>0
1>Inx | e

e>x

= D =]0;¢]

Teilaufgabe Teil A 1b (2 BE)

Bestimmen Sie den Wert 2 € D mit f(z) = 2.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b

Wurzelgleichungen

f(z)=v1—Inz, D =|0;¢]
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2=v1l—-Inz | 0?
4=1—-Inx
—-3=Inz [
_3 1
r=€¢"=—5<e = z€D
e

Teilaufgabe Teil A 2 (3 BE)

Zeigen Sie, dass der Graph der in R definierten Funktion g : 2 — z2 - sinz punktsym-

metrisch beziiglich des Koordinatenursprungs ist, und geben Sie den Wert des Integrals
kg

/xl -sinz dx an.

-7

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2

Symmetrieverhalten einer Funktion

g(x) =22 -sinx

Erlduterung: Symmetrieverhalten

Man ermittelt zunéichst f(—z) und vergleicht dann. Es gilt:
Gy ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse, wenn gilt: f(—z) = f(z)

Gy ist punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn gilt: f(—2z) = —f(z)

g9(~z) = (~2)* - sin(~z)

Erlduterung: Sinusfunktion

Die Sinusfunktion sin(z) ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

Es gilt somit:  sin(—z) = —sinz

g(—z) = 2% - (=sinz) = —2? - sinx = —g(x)

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I
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= Gy ist punktsymmetrisch zum Ursprung

Bestimmtes Integral

™

/z2~sinde=0

-7
Da die Integrationsgrenzen gleich weit vom Ursprung entfernt sind und die Funktion punkt-
symmetrisch ist, heben sich die Flichen beim Integrieren auf.

Teilaufgabe Teil A 3 (3 BE)
Skizzieren Sie im Bereich —1 < 2 < 4 den Graphen einer in R definierten Funktion f mit
den folgenden Eigenschaften:
e fist nur an der Stelle z = 3 nicht differenzierbar.
e £(0) =2 und fiir die Ableitung f’ von f gilt: f/(0) = —1.

e Der Graph von f ist im Bereich —1 < = < 3 linksgekriimmt.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 3

Skizze

Beispiel:

© Abiturloesung.de
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Erlauterung: Steigung eines Funktionsgraphen, Krimmungsverhalten einer Funktion

Der obige Graph schneidet die y-Achse an der Stelle 2, also gilt f(0) = 2.
Die Steigung der Tangente im Punkt (0]2) ist gleich -1, also gilt f/(0) = —1.

Der Graph hat ein Knick an der Stelle z =3, also ist dort die Funktion nicht
differenzierbar.

Der Graph dreht sich (von links nach rechts betrachtet) entgegen dem Uhr-
zeigersinn, also ist er im Bereich —1 < z < 3 linksgekriimmt.

Teilaufgabe Teil A 4a (3 BE)

Gegeben ist eine in R definierte ganzrationale Funktion f dritten Grades, deren Graph
Gy an der Stelle = 1 einen Hochpunkt und an der Stelle 2z = 4 einen Tiefpunkt besitzt.

Begriinden Sie, dass der Graph der Ableitungsfunktion f' von f eine Parabel ist, welche
die z-Achse in den Punkten (1]0) und (4|0) schneidet und nach oben geéfinet ist.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 4a

FEigenschaften der Ableitungsfunktion

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I
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y Gy Gy

2 Hochpunkt
F0>0

Nullstellen

o J 4ttt \ o T
T —— — I p— p——— T Lgd
1 0 2 3 x

| F00<0
2
Tiefpunkt
.2

Begriindung:

1. Die Ableitungsfunktion einer Funktion 3. Grades ist eine Funktion 2. Grades. Ihr Graph
ist somit eine Parabel.

2. Der Graph der ersten Ableitung hat genau dort Nullstellen, wo der Graph der Funkti-
on f Extrempunkte hat.

3. Die Funktion f hat im Punkt (1]0) ein Hochpunkt, d.h. die erste Ableitung hat dort ein
Vorzeichenwechsel von Plus nach Minus.Der Graph der ersten Ableitung schneidet somit die
2-Achse an der Stelle z = 1 von oben nach unten. Die Parabel muss somit nach oben gesffnet
sein.

Teilaufgabe Teil A 4b (2 BE)

Begriinden Sie, dass 2,5 die z-Koordinate des Wendepunkts von G ist.
Losung zu Teilaufgabe Teil A 4b
Wendepunkt ermitteln
1. G hat dort ein Wendepunkt, wo Gy ein Extrempunkt hat.

2. Der Scheitelpunkt der Parabel liegt mittig zwischen den Nullstellen, also zwischen x =1

1+4
und x = 4. Die z-Koordinate lautet somit: x = % =2,5.

© Abiturloesung.de
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Teilaufgabe Teil A 5a (2 BE)

Die Abbildung zeigt den Graphen der in R definierten Funktion f.

\x\y
— 3
A —

1
— 1 \ ol
N T
0
0 1 2 3 4 5 6

—-1

5
Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung einen N#herungswert fiir / f(z) dx.
3

Losung zu Teilaufgabe Teil A 5a

Abschditzen eines Integrals durch Fldachen

75 I /1/
|
3
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5

0,75+ 1,6
/f(x) dx & Ayapes = %-2:2,35
3

Teilaufgabe Teil A 5b (1 BE)

Die Funktion F ist die in R definierte Stammfunktion von f mit F(3) = 0.

Geben Sie mithilfe der Abbildung einen N#herungswert fiir die Ableitung von F an der
Stelle z = 2 an.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 5b

Anwendungsaufgabe

F'(2) = f(2) ~ 0,5

Teilaufgabe Teil A 5c (2 BE)

b
Zeigen Sie, dass F(b) = /f(m) dx mit b € R gilt.
3

Losung zu Teilaufgabe Teil A 5¢

Eigenschaften der Integralfunktion

b

F(b) = /f(x) dx, da F(3)=0

3

Teilaufgabe Teil B 1a (2 BE)

Gegeben ist die in R definierte Funktion f: x — e3® + e~ 2% Der Graph von f wird mit

Gy bezeichnet.

© Abiturloesung.de
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Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von Gy mit der y-Achse und begriinden

Sie, dass Gy oberhalb der x-Achse verlauft.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1a

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
y-Achsenabschnitt bestimmen:

Erlduterung: Schnittpunkt mit der y-Achse

Um den Schnittpunkt einer Funktion mit der y-Achse zu bestimmen, setzt man
z = 0 in die Funktionsgleichung ein.

fO) ="+l =1+1=2 = 5,02
Wertebereich bestimmen
flz) = €37 4 ¢73% > 0 fiir alle 2 € R

>0 >0
= G verlduft oberhalb der x-Achse

Erlduterung: Wertebereich der Ezponentialfunktion

Y

Die Exponentialfunktion e** mit a > 0 ist auf ganz R stets positiv.

Teilaufgabe Teil B 1b (3 BE)

Ermitteln Sie das Symmetrieverhalten von Gy sowie das Verhalten von f fiir z — —oo

und fiir z — +o0.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1b

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I

Symmetrieverhalten einer Funktion

Erlduterung: Symmetrieverhalten

Man ermittelt zunéchst f(—x) und vergleicht dann. Es gilt:
G ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse, wenn gilt: f(—z) = f(z)

Gy ist punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn gilt: f(—z) = —f(x)

f(—q;) = e%(_z) + e_% —z) — e_%x + e%m = f(gj)
= Gy ist achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse

Verhalten der Funktion an den Rdndern des Definitionsbereichs

Grenzwerte bilden:

Erlduterung: Figenschaften der Exponentialfunktion

Y

Die Exponentialfunktion e** mit a > 0 ist auf ganz R stets positiv.

Fiir a > 0 steigt der Graph streng monoton, fiir a <0 fillt er streng mono-
ton.

© Abiturloesung.de
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oo ——
=~ ~ =
1 1
. —z ——z
lime2 +e¢ 2 =40
Ttoo~—~— =~
—+00 —0
——00 —r+4o00
=~ ~ =
1 1
—x ——
lime2 +e¢ 2 =+4oc0
T —oo~~N—" S~~~
—0 —+oo

(Hinweis: wegen der Symmetrie von Gy kann aus einem Grenzwert der andere geschlussfolgert

werden.)

Teilaufgabe Teil B 1c (4 BE)

1
Zeigen Sie, dass fiir die zweite Ableitung f” von f die Beziehung f”(x) = 1 f(z) fiir

z € R gilt. Weisen Sie nach, dass Gy linksgekriimmt ist.
7 1 iz —1z
[Zur Kontrolle: f'(z) = 3 (62 —e72 )]
Losung zu Teilaufgabe Teil B 1c

Erste und zweite Ableitung einer Funktion ermitteln

flz) = 2% 4 e72"

Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung

Kettenregel fiir Exponentialfunktionen:

fa) =@ = fa) =@ ()

1 1
In diesem Fall ist einmal g(z) = 7% und einmal g(z) = —5¢-

1 1
[(@)= 3% . 5 + e 3% <f§>
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Erlduterung: Kettenregel der Differenzialrechnung, Ableitung eines Produktes

Folgende Regeln miissen hier beachtet werden:
1. Ableitung eines Produktes

hz)=a- f(z) = W (z) =a- f'(z)

2. Kettenregel fiir Exponentialfunktionen

f@)=e® 5 fa) =g

Beispiel:

(2- e“)/ =2- (84”)/ (Produktregel)
2

(2- e“)’ =2 (641), =2.¢%.4  (Kettenregel)
1 ., 1 1 1 1 1 1 1 1
17" _ D .e3T . _ . —5T i R, L 2. e 2%
() 5 € 5-5¢ 2) 1€ + 1€
1 , , 1
f@) =7 (e +e3) = 1 f(@)
Krimmungsverhalten einer Funktion
Vorzeichen der zweiten Ableitung untersuchen:
Erlduterung: Figenschaften der Exponentialfunktion
e-ﬂ) QO.').'

Y

Die Exponentialfunktion e** mit a > 0 ist auf ganz R stets positiv.

© Abiturloesung.de
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1(x) = 1 3% 4 ¢ 2% | >0 fir alle 2 € R
>0 >0

Erlduterung: Krimmungsverhalten einer Funktion

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung gibt Aufschluss iiber das Kriimmungsverhal-
ten des Graphen.

Es gilt:

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f negativ auf einem Intervall ]a,b],
d.h. f"(z) <0 fiir @ €]a;b], so ist der Graph der Funktion G in diesem Intervall
rechtsgekriimmt.

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f positiv auf einem Intervall ]a,bl,
d.h. f"(z) >0 fiir @ €]a;b], so ist der Graph der Funktion G in diesem Intervall
linksgekriimmt.

Ist die zweite Ableitung einer Funktion f gleich Null an einer Stelle 2",

dh. (xW) =0, und findet ein Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung an
dieser Stelle statt, so liegt ein Wendepunkt an der Stelle zV vor.

= Gy ist linksgekriimmt

Teilaufgabe Teil B 1d (3 BE)

Bestimmen Sie Lage und Art des Extrempunkts von G.
Losung zu Teilaufgabe Teil B 1d

Lage von Extrempunkten ermitteln

1
fl(z)= 3 (e%’” - e’%’”) (s. Teilaufgabe Teil B 1c)

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I
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Erlduterung: Notwendige Bedingung

Folgende notwendige Bedingung muss fiir einen Extrempunkt an der Stelle %
erfiillt sein:

f (z¥) =0, daher immer der Ansatz:  f'(z) =0

Erste Ableitung gleich Null setzen: f'(x) =0

o=k (et

1
e2® —eT2" =0

3% = "3 | In()
1 1
—z=—--z | +4-z

Lage des moglichen Extrempunkts:

yP =1 (") = f0) =2

Art von Extrempunkten ermitteln

f(z) = % - f(=) (s. Teilaufgabe Teil B 1c)

Vorzeichen der zweiten Ableitung an der moglichen Extremstelle untersuchen:

Erlduterung: Art eines Extremums

Ist f (2%) =0 und f” (2¥) >0, so hat die Funktion an der Stelle ¥ einen
Tiefpunkt (Minimum).

Ist f' (%) =0 und f” (2¥) <0, so hat die Funktion an der Stelle 2¥ einen
Hochpunkt (Maximum).

1
L9 = 3 >0 = FE(0]2) Tiefpunkt

© Abiturloesung.de
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Teilaufgabe Teil B 1e (3 BE)

Berechnen Sie die Steigung der Tangente g an Gy im Punkt P(2|f(2)) auf eine Dezi-
male genau. Zeichnen Sie den Punkt P und die Gerade g in ein Koordinatensystem ein
(Platzbedarf im Hinblick auf das Folgende: —4 <z <4, -1 <y <9).

Losung zu Teilaufgabe Teil B le
Tangentengleichung ermitteln

1

1
fl(z) = 5 (ei’” - e_%z) (s. Teilaufgabe Teil B 1c)
Tangentensteigung im Punkt (2|f(2)):

Erlduterung: Tangentensteigung

Die Steigung m der Tangente ¢ an dem Graphen Gy einer Funktion f(z) in
einem Punkt S(zslys) ist gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an
der Stelle zg.

m = f'(zs)

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I
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Teilaufgabe Teil B 1f (4 BE)

Berechnen Sie f(4), im Hinblick auf eine der folgenden Aufgaben auf zwei Dezimalen
genau, und zeichnen Sie unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse Gy im Bereich
—4 <z <4 in das Koordinatensystem aus Aufgabe le ein.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1f
Skizze
flz) =e2® +e72°

f4)=e+e?~7,52
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Erlduterung:

Eigenschaften von Gy:

- Minimum F(0[2)

- verlduft durch P(2|3,1) und (4|7, 52)

- achsensymmetrisch beziiglich der y-Achse

- steigt fiir v — +oo

3

E(0]2)

b

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I
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Teilaufgabe Teil B 1g (3 BE)

1
Zeigen Sie durch Rechnung, dass fiir € R die Beziehung 1 [f(aL)]2 - [f’(x)]2 =1 gilt.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 1g

Anwendungsaufgabe

_1
e 2
T

T4
.(eé _e—%r)

T

ol

@) =e

Fa)=1

Erlduterung: Rechenweg, Binomische Formel, Potenzregel

(s. Teilaufgabe Teil B 1c)

1. Binomische Formel anwenden:

2 2
(e%z—ke*%z) = (6%36) +

Potenzeregeln anwenden:

2
1 1 1
2.e2% .7 2% + (efiz)

2
(€%l+€7%l') =e"+2." te
=1
! 1 N2 1
F U@ =g (B ret) =g g e
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Losung zu Teilaufgabe Teil B 1h

Erlduterung: Rechenweg, Binomische Formel, Potenzregel
Bestimmtes Integral

Aussage aus Teilaufgabe 1g: % . [f(z)]2 — [f'(:r)}2 =1

2. Binomische Formel anwenden:
2 2 2
(c%z — 67%z> = <L%z) — 9.3 . gma" + (cféz)
b
Potenzeregeln anwenden: Loy = / /1+[f'(2)? dx
1. (ab)c = qbc 0

Erlduterung: Einsetzen

@P =1+ [f(2)]?

==

Umstellen:

1z 1z 2 g2 lo—1g 5T2
(62 732> =e27% — 227727 L7 2 1 R
Der Ausdruck unter der Wurzel wird mit 1 [f(x)]” ersetzt, da durch die Umstellung
(eél' — e—$1>2 —e—2 0 4T der Aussage aus Teilaufgabe 1g die Beziehung
~~

@R =14 @)

1 2 1, 1 1 ilt.
[fl(x)]2=1'(€%z—e_%z) =Z€1_§+Ze—1 gL
S 1 b
omit gilt: 1
Lo = [\f7- @) dx
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
Z'[f(l')]Q*[f/(l')]Z:Z'6z+*+7-efxffe’"+f——e*$:§+§:1 b
1
LO:b = 5 : f(x) dx
0
. 9 . b b
Teilaufgabe Teil B 1h (4 BE) Loy — /% (sz ‘e %m) dx = /% Er % i dx
Die als Kurvenléinge Ly bezeichnete Lénge des Funktionsgraphen von f zwischen den 0 0

b
Punkten (a|f(a)) und (b f(b)) mit a < bldsst sich mithilfe der Formel L,y = /\/ 1+ [f'(z))? dx

berechnen.

Bestimmen Sie mithilfe der Beziehung aus Aufgabe 1g die Kurvenléinge Lo, des Graphen
von f zwischen den Punkten (0]f(0)) und (b|f (b)) mit b > 0.

[Ergebnis: Lo, = ez — e*%b}
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Erlduterung: Rechenregeln fiir Integrale
Allgemein gelten folgende Rechenregeln fiir Integrale:

b b

/c~f(x)dx _ c»/f(:c)dx

[l +g) ax = 7f<m> dx+]g(z> dx

Erlduterung:

1
Beim zweiten Integral wird das Vorzeichen des Bruchs — in ein Minus gedndert, um

eine Integral-Rechenregel anwenden zu konnen. Siehe hierfiir néachste Schritterkld-

rung.
b b
1 1 1
LObz/f eszx—/—E e 2% dx
0 0

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I

Erlduterung: Stammfunktion, Rechenregeln fiir Integrale

Benétigte Regel zur Bildung der Stammfunktion (siche auch Merkregel Mathema-
tik):

9(=)
1
1 =T 1
= / 5 € dx=e2"+C
YN~
g'(x)
9(x)

1 —=x
= /75-6 2  dx=e2"4C

b b
o [ - [
0

Erlduterung: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F eine Stammfunktion von f, dann ist F/ = f und es gilt:

b
1@ dx= [F@lk = Fo) - Fl0

Teilaufgabe Teil B 2a (2 BE)

Die Enden eines Seils werden an zwei vertikalen Masten, die 8,00 m voneinander ent-
fernt sind, in gleicher Hohe iiber dem Erdboden befestigt. Der Graph Gy aus Aufgabe 1
beschreibt im Bereich —4 < 2 < 4 modellhaft den Verlauf des Seils, wobei die Fulpunk-
te Fy und F» der Masten durch die Punkte (—4|0) bzw. (4|0) dargestellt werden (vgl.
Abbildung). Eine Léngeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der

© Abiturloesung.de
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Realitéit. Durchhang = f(4) —2=¢e>+e2-2~552m

Teilaufgabe Teil B 2b (5 BE)

Seil Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells die Gréfie des Winkels, den das Seil mit
Mast 2 im Aufhéngepunkt einschliefit, sowie mithilfe der Kurvenlinge aus Aufgabe 1h
Mast 1 (x) Mast 2 die Linge des zwischen den Masten héingenden Seils auf Zentimeter genau.

Losung zu Teilaufgabe Teil B 2b

» Schnittwinkel eines Graphen mit der z-Achse
E 0 X E X
1 2
y A Tangente
Der Hohenunterschied zwischen den Aufhéngepunkten und dem tiefsten Punkt des Seils fia)
wird als Durchhang bezeichnet. Berechnen Sie auf der Grundlage des Modells den Durch-
hang des Seils auf Zentimeter genau. Seil
Losung zu Teilaufgabe Teil B 2a Mast 1 fx) Mast 2

Anwendungsaufgabe

.

A X

y F 0 x

£(4) ==
Seil Fla) = % (err - ew)
Mast 1 (x) Mast 2
Erlduterung:
Der Aufhéingepunkt entspricht dem Punkt (4]f(4)).

.
Ll
F 0 X K, X

Steigung der Tangente im Punkt (4|f(4)):

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I © Abiturloesung.de
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Erlduterung: Tangentensteigung

Die Steigung der Tangente an den Graphen einer Funktion an der Stelle xg, ist
gleich dem Wert der ersten Ableitung der Funktion an der Stelle z.

Sie entspricht auch dem Tangens des Winkels «a, welcher die Tangente mit
der x-Achse bildet.

f'(z0) = tana

1 1
tana = f'(4) = 3 (e%"1 — e’%"‘) =5
1
= «a = arctan 3 (62 - 6_2) ~ 74,6°

(Winkel « zwischen Tangente und z-Achse)

Winkel ¢ zwischen Seil und Mast 2:

Erlauterung: Winkelsumme im Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck, welches die Tangente, der Mast 2 und die z-Achse
bilden, gilt:

a+ p+90° = 180°
©=090°—a=90°—74,6° = 15,4°
Anwendungsaufgabe

Aus Teilaufgabe Teil B 1h: Loy = 3t _ o3t

Lénge des Seils: 2 Loy =2 (¢ —e™?) & 14,51 m

Teilaufgabe Teil B 2c¢ (4 BE)

Der Graph von f soll durch eine Parabel ndherungsweise dargestellt werden. Dazu wird
die in R definierte quadratische Funktion ¢ betrachtet, deren Graph den Scheitelpunkt

Abitur Bayern 2016 Infinitesimalrechnung I
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(0/2) hat und durch den Punkt (4|f(4)) verlduft.

Ermitteln Sie den Term ¢(z) der Funktion g, ohne dabei zu runden.

Lésung zu Teilaufgabe Teil B 2c

Funktionsgleichung ermitteln
flz) =e2" + e 3"

fd)=e+e?

Erlduterung: Scheitelform der Parabel

Die Scheitelpunktform einer quadratischen Funktion lautet y = a - (z — 5)2 +t mit
Scheitelpunkt S(s|t).

Hier ist der Scheitelpunkt (0]2).
g@)=a-(z—072+2=a2®+2

Erlduterung: Finsetzen

Der Graph der Funktion ¢ verlduft durch die Punkte (0|2) und (4|f(4)) . Die Punkt-
koordinaten dieser Punkte erfiillen somit die Funktionsgleichung von q.

q(4) = f(4) — 16042 =e>4e2

_1 e
= a=qg (e®+e?-2)

Teilaufgabe Teil B 2d (3 BE)

Fiir jedes  €]0;4[ wird der Abstand der vertikal iibereinander liegenden Punkte (z|q(z))
und (z|f(x)) der Graphen von ¢ bzw. f betrachtet, wobei in diesem Bereich g(z) > f(z)
gilt. Der groite dieser Absténde ist ein Maf dafiir, wie gut die Parabel den Graphen G
im Bereich 0 < z < 4 annéhert. Beschreiben Sie die wesentlichen Schritte, mithilfe derer
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man diesen grofiten Abstand rechnerisch bestimmen kann.
Losung zu Teilaufgabe Teil B 2d

Ezxtremwertaufgabe

Beispiel eines moglichen Vorgehens:

1. Differenzfunktion d bilden

d(z) = q(z) = f(=), = €]0;4]

2. Erste Ableitung bilden und Nullstellen bestimmen
d(z)=0

3. Zweite Ableitung bilden und mogliche Extremstellen einsetzen, um das Maximum zu be-
stimmen.

d" («F) <0 = d(2F) ist groBter Abstand
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