Seite 1 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Abitur 2016 Mathematik Geometrie VI

Gegeben sind die Ebene E : 221 + 22 + 223 = 6 sowie die Punkte P(1[0]2) und Q(5/2/6).
Teilaufgabe Teil A 1la (2 BE)

Zeigen Sie, dass die Gerade durch die Punkte P und @ senkrecht zur Ebene E verlduft.

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Die Punkte P und @ liegen symmetrisch zu einer Ebene F. Ermitteln Sie eine Gleichung
von F.

Gegeben sind die Punkte A(—2[1]4) und B(—4/0|6).
Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts C so, dass gilt: 62 =2- /T§

Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Durch die Punkte A und B verlduft die Gerade g.
Betrachtet werden Geraden, fiir welche die Bedingungen I und II gelten:

I Jede dieser Geraden schneidet die Gerade g orthogonal.
II Der Abstand jeder dieser Geraden vom Punkt A betrigt 3.

Ermitteln Sie eine Gleichung fiir eine dieser Geraden.

http://www.abiturloesung.de/ Seite 2

Abitur Bayern 2016 Geometrie VI

Fiir die Fernsehiibertragung eines Fufiballspiels wird iiber dem Spielfeld eine bewegliche Ka-
mera installiert. Ein Seilzugsystem, das an vier Masten befestigt wird, hélt die Kamera in
der gewtiinschten Position. Seilwinden, welche die Seile koordiniert verkiirzen und verldngern,
ermoglichen eine Bewegung der Kamera.

In der Abbildung ist das horizontale Spielfeld modellhaft als Rechteck in der x; zo-Ebene eines
kartesischen Koordinatensystems dargestellt. Die Punkte Wy, W5, W3 und Wy beschreiben
die Positionen der vier Seilwinden. Eine Liangeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1 m
in der Realitéit, d. h. alle vier Seilwinden sind in einer Hohe von 30 m angebracht.

X3

Ww; (0]0]30) w,(0]120]30)
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Der Punkt A(45|60|0) beschreibt die Lage des Anstofipunkts auf dem Spielfeld. Die Kamera
befindet sich zunéchst in einer Hohe von 25 m vertikal {iber dem Anstoflpunkt. Um den Anstofl
zu filmen, wird die Kamera um 19m vertikal abgesenkt. In der Abbildung ist die urspriingliche
Kameraposition durch den Punkt K, die abgesenkte Position durch den Punkt K dargestellt.

Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

Berechnen Sie die Seillinge, die von jeder der vier Seilwinden abgerollt werden muss,
um dieses Absenken zu erméglichen, wenn man davon ausgeht, dass die Seile geradlinig
verlaufen.
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Kurze Zeit spéter legt sich ein Torhiiter den Ball fiir einen Absto8 bereit. Der Abstofl soll
von der Kamera aufgenommen werden. Durch das gleichzeitige Verléngern beziehungsweise
Verkiirzen der vier Seile wird die Kamera entlang einer geraden Bahn zu einem Zielpunkt
bewegt, der in einer Héhe von 10 m iiber dem Spielfeld liegt. Im Modell wird der Zielpunkt
durch den Punkt K, beschrieben, die Bewegung der Kamera erfolgt vom Punkt K entlang
— 3
der Geraden g mit der Gleichung g : ? =Ki+A-| 20 |, A€R, zum Punkt K.
2

Teilaufgabe Teil B b (3 BE)
Bestimmen Sie die Koordinaten von K.
[Ergebnis: K>(51]100(10)]

Teilaufgabe Teil B ¢ (4 BE)

Im Zielpunkt ist die Kamera zunéchst senkrecht nach unten orientiert. Um die Position
des Balls anzuvisieren, die im Modell durch den Punkt B(40|105|0) beschrieben wird, muss
die Kamera gedreht werden. Berechnen Sie die Gréfie des erforderlichen Drehwinkels.

Der Torwart fithrt den Absto8 aus. Der hchste Punkt der Flugbahn des Balls wird im Modell
durch den Punkt H(50/70[15) beschrieben.

Teilaufgabe Teil B d (7 BE)

Ermitteln Sie eine Gleichung der durch die Punkte Wy, W5 und K, festgelegten Ebene E
in Normalenform und weisen Sie nach, dass H unterhalb von E liegt.

[Mbgliches Teilergebnis: E : 29 + 5x3 — 150 = 0]

Teilaufgabe Teil B e (2 BE)

Machen Sie plausibel, dass folgende allgemeine Schlussfolgerung falsch ist: ,Liegen der
Startpunkt und der anvisierte hochste Punkt einer Flugbahn des Balls im Modell unterhalb
der Ebene FE, so kann der Ball entlang seiner Bahn die Seile, die durch [W; K»] und [Ws K»]
beschrieben werden, nicht beriihren.“
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Loésung

Teilaufgabe Teil A 1a (2 BE)

Gegeben sind die Ebene F : 221 + x2 + 223 = 6 sowie die Punkte P(1]0/2) und Q(5/2]6).

Zeigen Sie, dass die Gerade durch die Punkte P und @ senkrecht zur Ebene E verliuft.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1a

Lagebeziehung Gerade und Ebene

Q
E —_—
PQ
E -
‘r
Normalenvektor der Ebene:
2
E:2r 4+axa4+23=6 = qag=|1
2
Richtungsvektor der Gerade:
5 1 4 2
76-3-B=(2)-(o)=(2)22 (1
6 2 4 2
g
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Erlduterung: Parallele Vektoren

Zwei Vektoren @ und ¥ sind genau dann parallel, wenn der eine Vektor ein
Vielfaches des anderen Vektors ist.
Also genau dann, wenn es ein k € R gibt, so dass gilt:

U=k
= g m (die Vektoren sind parallel)

Erlduterung: Normalenvektor

Der Normalenvektor einer Ebene steht senkrecht auf diese Ebene.

Ein zum Normalenvektor paralleler Vektor steht somit auch senkrecht auf
diese Ebene.

= Gerade durch P und Q steht senkrecht auf E

Teilaufgabe Teil A 1b (3 BE)

Die Punkte P und @ liegen symmetrisch zu einer Ebene F'. Ermitteln Sie eine Gleichung
von F.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 1b

Mittelpunkt einer Strecke

PQ
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P(110[2), Q(52]6)

Mittelpunkt M der Strecke [P Q] bestimmen:

Erlduterung: Mittelpunkt einer Strecke

Die Formel fiir die Berechnung des Mittelpunktes M zwischen zwei Punkten A
und B lautet:

M:%.(2+B)

N I O L O D Y I O
=3 (F+d) =5 s )\

Ebenengleichung in Normalenform

4
]76 =1 2 (s. vorherige Teilaufgabe)

Erlduterung: Vereinfachen

Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Multiplizieren/Teilen mit/durch einen Faktor sind erlaubt.

Hier wird der Normalenvektor durch 2 geteilt.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

ngp =

—_

Normalenvektor der Ebene F': 1?5 =

1
2

Ebenengleichung:
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Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor

und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) benétigt.

E:EEOY:@)O?

Hier (M ist Aufpunkt):

2 2 3
F: 1 o)_(>= 1 J]o| 1
2 2 4
g M

F:2x1+x94+22x3=6+1+8

F:2r1+22+223-15=0

Teilaufgabe Teil A 2a (2 BE)
Gegeben sind die Punkte A(—2|1]4) und B(—4/0]6).

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punkts C so, dass gilt: 52 =2- /Tg

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2a

Koordinaten von Punkten ermitteln
Gesucht ist der Punkt C' (¢1eales).

Es soll gelten: CA = 2- A5

A _C=22B

C=A 248

C=4-2[B-H|

Abitur Bayern 2016 Geometrie VI

2 4 —9
=1 ]-2 o |-{ 1
4 6 4
2 4 2
= 1 |+ 2 |={3
4 —4 0
= C(23/0)

Alternative Ldsung

—4 -2 -2
AB=B-A=[ o |- 1 |=[
6 4 2
N -2 (&) 727(31
CA=A-C=[ 1 |-[e|= 1-
4 c3 4—c3
—2—(31 -2 —2—(31=—4 (31=2
1—co =2 -1 <~ 1—co=-2 = o =
4—63 2 4—63:4 63:0
= C(23]0)

Teilaufgabe Teil A 2b (3 BE)

Durch die Punkte A und B verlduft die Gerade g.
Betrachtet werden Geraden, fiir welche die Bedingungen I und II gelten:

I Jede dieser Geraden schneidet die Gerade g orthogonal.
IT Der Abstand jeder dieser Geraden vom Punkt A betréigt 3.

Ermitteln Sie eine Gleichung fiir eine dieser Geraden.

Losung zu Teilaufgabe Teil A 2b

Geradengleichung aufstellen
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magliche Gerade

™

Richtungsvektor der Geraden g: ¥ = ﬁ =1 -1

Erlduterung: Senkrechte Vektoren

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren, die senkrecht zueinander stehen, ist
gleich Null.

1
Maglicher Richtungsvektor der Geraden: o = [ 0
1
—2 1
Begriindung: ¥ o A= -1]ofl0]|=-2+0+2=0
2 1

Geradengleichung einer der Geraden:

Erlduterung: Geradengleichung

Eine Gerade [ ist durch einen Ortsvektor ? und einen Richtungsvektor o
eindeutig bestimmt:

1:X=P+u- 7 ,pueR

Wenn B als Aufpunkt genommen wird, dann ist ﬁ der Ortsvektor (des
Aufpunkts) der Geraden .

Abitur Bayern 2016 Geometrie VI

X

—4 1

=l 0o |+x-[o0
6 1
B

g schneidet die obige Gerade im Punkt B, und da ‘Xﬁ‘ =VA+1+4=+9=3, ist der
Abstand der Geraden vom Punkt A gleich 3.

Teilaufgabe Teil B a (4 BE)

Fir die Fernsehiibertragung eines Fufiballspiels wird iiber dem Spielfeld eine bewegliche
Kamera installiert. Ein Seilzugsystem, das an vier Masten befestigt wird, hélt die Kame-
ra in der gewiinschten Position. Seilwinden, welche die Seile koordiniert verkiirzen und
verldngern, erméglichen eine Bewegung der Kamera.

In der Abbildung ist das horizontale Spielfeld modellhaft als Rechteck in der z1 zo-Ebene
eines kartesischen Koordinatensystems dargestellt. Die Punkte Wy, Wa, W5 und Wy be-
schreiben die Positionen der vier Seilwinden. Eine Lingeneinheit im Koordinatensystem
entspricht 1 m in der Realitét, d. h. alle vier Seilwinden sind in einer Hohe von 30 m
angebracht.

X3

Ww;(0]0]30) w,(0]120]30)

w; (90[0]30)

W, (90]120]30)
— l

Sy

B

LI

. spielfeld

Xy

Der Punkt A(45[60]0) beschreibt die Lage des AnstoBpunkts auf dem Spielfeld. Die Ka-
mera befindet sich zunéchst in einer Héhe von 25 m vertikal iiber dem Anstoffpunkt. Um
den AnstoB zu filmen, wird die Kamera um 19m vertikal abgesenkt. In der Abbildung ist
die urspriingliche Kameraposition durch den Punkt Ky, die abgesenkte Position durch
den Punkt K dargestellt.

© Abiturloesung.de



Seite 11 Abiturloesung.de - Abituraufgaben http://www.abiturloesung.de/ Seite 12

Erlduterung: Betrag eines Vektors
Berechnen Sie die Seillédnge, die von jeder der vier Seilwinden abgerollt werden muss,

um dieses Absenken zu ermdglichen, wenn man davon ausgeht, dass die Seile geradlinig R . @ .
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
verlaufen.
ag
Losung zu Teilaufgabe Teil B a ay ay 2
@) =] a2 ||= ay =/a? + a3 + a3
Ldnge eines Vektors as as
A(45]60]0), 11(0]0|30)
45
oo
WiKo| = || 60 || = V45 +60° + 52 = V3650
Erlduterung: -5
Die Kamera befindet sich zunichst in einer Héhe von 25 m vertikal {iber dem An-
stoBpunkt A, also sind die z1- und xe-Koordinaten von K dieselben wie die von A ) )
und die 23-Koordinate ist gleich 25. Lange der Seile nach dem Absenken:
_ 45 0 45
Ausgangspunkt der Kamera:  K(45[60/25) Wi Ky =Ky - Wl =160 )10 )= 60
6 30 —24
45
Exliuterung: ‘Wl Kl‘ = 60 ||=v452+60%+ 242 = V6201
—24
,»Um den AnstoB zu filmen, wird die Kamera um 19 m vertikal abgesenkt.“
Die x3-Koordinate von Kj ist die von Ky minus 19.
Differenz = V6201 — v/5650 ~ 3,6 m
Abgesenkte Position:  K7(45/60[25 — 19)
6
Teilaufgabe Teil B b (3 BE)
Erléuterung: Rechteck Kurze Zeit spéter legt sich ein Torhiiter den Ball fiir einen Abstofl bereit. Der Abstof} soll
Da die Punkte Ko und K vertikal iiber A liegen (Diagonalschnittpunkt des Spiel- von der Kamera aufgenommen werden. Durch das gleichzeitige Verlingern beziehungs-

weise Verkiirzen der vier Seile wird die Kamera entlang einer geraden Bahn zu einem
Zielpunkt bewegt, der in einer Hohe von 10 m iiber dem Spielfeld liegt. Im Modell wird
der Zielpunkt durch den Punkt K5 beschrieben, die Bewegung der Kamera erfolgt vom

feldes), sind alle Seile gleich lang (zu einem bestimmten Zeitpunkt). Es reicht somit
nur eine Linge zu bestimmen.

3
—
Linge der Seile vor dem Absenken: Punkt K; entlang der Geraden g mit der Gleichung g : }} =Ki+X-| 20 |, AeR,
2
s 45 0 45 zum Punkt K.
WiKy=Ko—Wy={60 |- 0 |=[ 60
25 30 -5

Bestimmen Sie die Koordinaten von Ko.
[Ergebnis: K5(51]100(10)]
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Im Zielpunkt ist die Kamera zunéchst senkrecht nach unten orientiert. Um die Position des
Balls anzuvisieren, die im Modell durch den Punkt B(40[105|0) beschrieben wird, muss

Losung zu Teilaufgabe Teil B b
die Kamera gedreht werden. Berechnen Sie die Gréfie des erforderlichen Drehwinkels.

Koordinaten von Punkten ermitteln

Losung zu Teilaufgabe Teil B ¢

Winkel zwischen zwei Vektoren

>
Ky X
K ’ xa
< spielfeld
? w;(0[0]30) w,(0]120[30)
K1(45[60[6)  (s. vorherige Teilaufgabe)
45 3 Ww; (90]0]30) - Wy (90]120|30) [ o
g:X=1{60]+x| 20 ' Ky : & *
6 2 . i B
I rd A k
-~ Spielfeld -
Erlduterung: .
1
Die Kamera bewegt sich auf der Geraden g zum Zielpunkt Ko, also liegt dieser Punkt
auch auf g.
K5(51]100(10), B(40[105|0)
- 454 3
Kyeg = Ky=| 60+20) _ 40 51 —11
6+ 2\ KaB=B-Kp=| 105 | = 100 | =| 5
0 10 -10
Erlduterung:
. - . . . . . Erlduterung: Richtungsvektor
Der Punkt K> liegt 10 m iiber dem Spielfeld (x; z2-Ebene). Seine z3-Koordinate ist
somit gleich 10. Der Vektor k, der die Richtung der Kamera représentiert, ist parallel zur x3-Achse,
da er senkrecht zur x1 zo-Ebene verlduft.
_ 4546
64+2 =10 = A=2 = Ky=| 60+40 = K>5(51]100|10) 0
6+4 F=| o
-1

Teilaufgabe Teil B ¢ (4 BE)
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Erlduterung: Skalarprodukt, Winkel zwischen zwei Vektoren

%
Aus der allgemeinen Definition des Skalarproduktes zweier Vektoren @ und b
— — —
Tob :|E’|.|b\.0054(7, b)
———
«
folgt fiir den Winkel a zwischen den beiden Vektoren:
—
@ob
=—
@] 0]
(Formel zur Winkelberechnung zwischen 2 Vektoren)
—11 0
5 5 o 0
K, § ok -10 -1
cosa = —7 =
CLRCNEaE
5 . 0
—10 -1
Erlduterung: Betrag eines Vektors
ax
Die Liinge (bzw. der Betrag) |@| eines Vektors @ = [ ag ist gegeben durch:
as

al al 2
7] =] a2 ||= as =/a? + a3 +
as as

0+0+10 10
cosa == =

V112452410241 V246

10

—1 o
= cos ——— ) & 50,4
¢ <\/246>

Teilaufgabe Teil B d (7 BE)

Der Torwart fithrt den Abstof aus. Der hochste Punkt der Flugbahn des Balls wird im

Modell durch den Punkt H(50|70|15) beschrieben.

Abitur Bayern 2016 Geometrie VI

http://www.abiturloesung.de/ Seite 16

Ermitteln Sie eine Gleichung der durch die Punkte Wy, Ws und K> festgelegten Ebene E

in Normalenform und weisen Sie nach, dass H unterhalb von E liegt.
[Mogliches Teilergebnis: E : 23 + 5xz — 150 = 0]
Losung zu Teilaufgabe Teil B d

Ebene aus dret Punkte

W1(0]0]30), W2(90]0[30), K»(51|100]10)

Richtungsvektoren der Ebene E bestimmen:

R 90 0 90
WiWe=Ws—Wi=[ 0 |- 0 ]=[o0
30 30 0
51 0 51
—
Wike=FKy—w,=| 100 | = o | =1 100
10 30 ~20

W1 sei der Aufpunkt des Ortsvektors der Ebene E.
Ebenengleichung in Normalenform
Normalenvektor n-]f der Ebene F bestimmen:

Erlduterung: Vektorprodukt

— —
Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) @ x b zweier Vektoren @ und b st ein
Vektor ﬁ, der senkrecht auf der von beiden Vektoren aufgespannten Ebene steht.

Fiir die komponentenweise Berechnung gilt:

R a by ag - b3 —az - be
7><b: az X b2 = a3-b17a1-b3
as b3 ay-by —az-b

In diesem Fall ist:

90 51 0-(—20)—0-100 0
0 X 100 | = 0-51—-90-(—-20) | = 1800
0 -20 90-100—-0-51 9000
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90 51 0

— ——

WiWex Wi Ko=1 0 x| 100 | = 1800
0 —20 9000

Erlduterung: Vereinfachen
Die Linge eines Normalenvektors ist nicht entscheidend fiir die Ebenengleichung.
Der Normalenvektor muss nur senkrecht zur Ebene stehen.
Vereinfachungen durch Multiplizieren/Teilen mit/durch einen Faktor sind erlaubt.

Hier wird der Normalenvektor durch 1800 geteilt.

Das erleichtert das Weiterrechnen wesentlich.

1 0 0

—

no=-—"~" 1800 = 1
1800 9000 5

Ebenengleichung in Normalenform bestimmen:

Erlduterung: Normalenform einer Ebene

Zum Aufstellen der Normalenform einer Ebene werden nur der Normalenvektor
und ein Punkt P aus der Ebene (Aufpunkt) bendtigt.

E:W;o?:’rﬁ;o?

Hier (W; ist Aufpunkt):

0 0 0

E: 1 o?: 1 ]o 0

5 5 30
—— ——

E :x9+45x3 =040+ 150
FE :x9+ bx3 =150

Geradengleichung aufstellen
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T

Gerade h durch H senkrecht zur x; xo-Ebene:

Erlduterung: Richtungsvektor

Der Richtungsvektor der Geraden h ist parallel zur z3-Koordinatenachse.

50 0
h:?: 0 | +p-{ 0], neR
15 1
——
H

Schnitt Ebene und Gerade

Gerade h mit Ebene E schneiden: ENh

Erlauterung: Schnitt Ebene und Gerade

Schneidet eine Gerade g : ? = 6 4+ A- 7 eine Ebene E in einem Punkt P, dann
erfiillt die Geradengleichung fiir ein bestimmten Wert von A (von g) die Normalen-
form der Ebene E.

Man setzt ¢ in E ein und 16st nach A auf.

Hier wird also h in E eingesetzt und nach p aufgelost.
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Enh: 70+5-(15+p) = 150

704+75+5n = 150
5u = 5
m = 1

Erlduterung: Finsetzen

Um den Schnittpunkt zu bestimmen, wird der gefundene p-Wert in die Geraden-
gleichung eingesetzt.

_ 50 0
H=(7 |]+1-]10 = H'(50|70/16)
15 1
Erlduterung:

Die Punkte H und H’ unterscheiden sich nur in der z3-Koordinate.

Da 16 > 15, liegt H' oberhalb von H.

Der Punkt H' liegt oberhalb von H.
Da H' auf der Ebene FE liegt, liegt somit H unterhalb der Ebene.

Teilaufgabe Teil B e (2 BE)

Machen Sie plausibel, dass folgende allgemeine Schlussfolgerung falsch ist: , Liegen der
Startpunkt und der anvisierte hochste Punkt einer Flugbahn des Balls im Modell unter-
halb der Ebene E, so kann der Ball entlang seiner Bahn die Seile, die durch [W; K»] und
[Ws K>] beschrieben werden, nicht beriihren.“

Losung zu Teilaufgabe Teil B e

Anwendungsaufgabe

Die Ebene E ist gegeniiber der z; xo-Ebene geneigt.
Die Flugbahn eines Balles ist gekriimmt, sodass es moglich ist, dass diese die Ebene E nach
erreichen des hochsten Punktes trotzdem beriithren bzw. schneiden kann.

Skizze:

Abitur Bayern 2016 Geometrie VI
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Startpunkt /

L
Héchster
Punkt
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