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Lösung

Lösung zu Teilaufgabe 1.1 (2BE)

Eine defekte Fotozelle wird bei einer Kontrolle mit p = 1

5
ni
ht entde
kt.

Die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass eine defekte Zelle erst im dritten Kon-

trolldur
hlauf au�ällt, beträgt daher

P (−−+) =

(

1

5

)2

·
4

5
= 0,032 = 3,2%.

Lösung zu Teilaufgabe 1.2 (6BE)

Hier sollen zehn fehlerhafte Zellen untersu
ht werden, es geht um die Wahr-

s
heinli
hkeit dafür, dass diese entde
kt werden. Die Wahrs
heinli
hkeit,

dass eine fehlerhafte Zelle ni
ht entde
kt wird, beträgt q =
(

1

5

)3
= 0,008,

damit gilt für die Wahrs
heinli
hkeit, dass eine Zelle entde
kt wird p =
1− q = 0,992.

Für die Wahrs
heinli
hkeit, dass von den zehn fehlerhaften Zellen mindes-

tens 9 entde
kt werden, gilt

P (X ≥ 9) = P (X = 9) + P (X = 10)

= B (10; 0,992; 9) + B (10; 0,992; 10) ≈ 0,9972 = 99,72%.

Die Wahrs
heinli
hkeit dafür, unter den ersten 5 nur drei fehlerhafte Zel-

len zu entde
ken, die restli
hen 5 Zellen dann jedo
h alle als fehlerhaft

auszusortieren, beträgt

P (B) =

(

5

3

)

· 0,9928 · 0,0082 ≈ 0,0006 = 0,06%.

Insgesamt sollen 8 Zellen als defekt aussortiert und 2 als ni
ht defekt be-

halten werden, unter den ersten 5 Zellen gibt es

(

5

3

)

Mögli
hkeiten, die drei

als defekt deklarierten Zellen zu verteilen.

Lösung zu Teilaufgabe 2.1 (7BE)

Die Zuverlässigkeit von Rau
hmeldern soll dadur
h erhöht werden, dass

statt wie bisher nur eine in Zukunft drei Fotozellen verbaut werden. Ein

Alarm wird erst dann ausgelöst, wenn von den drei Zellen mindestens zwei

einen Alarm auslösen.
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Es sollen im Folgenden Rau
hmelder betra
htet werden, deren Fotozellen

mit p1 = 0,3, p2 = 0,5 oder p3 = 0,7 einen Alarm auslösen. Für die

Wahrs
heinli
hkeit, dass diese Rau
hmelder einen Alarm auslösen, gilt

P (p1) = B (3; 0,3; 2) + B (3; 0,3; 3) = 0,216

P (p2) = B (3; 0,5; 2) + B (3; 0,5; 3) = 0,5

P (p3) = B (3; 0,7; 2) + B (3; 0,7; 3) = 0,784.

Die Zuverlässigkeit der Rau
hmelder wird dur
h die bes
hriebene Kombi-

nation nur dann verbessert, wenn die Anspre
hwahrs
heinli
hkeit der ein-

zelnen Fotozelle gröÿer als 0,5 ist. Für Fotozellen mit einer Zuverlässigkeit

von genau 50% ändert si
h dur
h die Verwendung von drei Fotozellen an

Stelle von einer einzelnen ni
hts, für Anspre
hwahrs
heinli
hkeiten unter

50% sinkt die Zuverlässigkeit dur
h die Verwendung mehrerer Fotozellen.

Lösung zu Teilaufgabe 2.2 (3BE)

Für die Wahrs
heinli
hkeit P (p) aus Teilaufgabe 2.1 gilt für beliebiges p:

P (p) = B (3; p; 2) + B (3; p; 3)

=

(

3

2

)

· p2 · q +
(

3

3

)

· p3

= 3p2 · (1− p) + p3

= 3p2 − 3p3 + p3

= −2p3 + 3p2

Der Graph von P (p) sollte in das Koordinatensystem im Material einge-

zei
hnet werden:

0.4
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p
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Lösung zu Teilaufgabe 2.3 (4BE)

In der Funktion R mit R(p) = −2p3 + 3p2 − p wird die Di�erenz aus der

Zuverlässigkeit P (p) eines Rau
hmelders mit drei Fotozellen und der Zu-

verlässigkeit der einzelnen Zelle p bere
hnet. In der abgebildeten Re
hnung

wird das p gesu
ht, für das R(p) maximal wird. Hierfür wird zunä
hst in

Glei
hung (1) die erste Ableitung der Funktion R gebildet. In Glei
hung

(2) wird die Nullstelle der ersten Ableitung bei p1 ≈ 0,78 bere
hnet. In

Glei
hung (3) wird gezeigt, dass die zweite Ableitung an dieser Stelle ein

negatives Vorzei
hen besitzt, die Funktion R(p) besitzt also bei p1 ≈ 0,78
ein Maximum.

Werden in einem Rau
hmelder drei Fotozellen mit einer einzelnen Zuverläs-

sigkeit von p1 ≈ 0,78 verbaut, dann ist die Steigerung der Zuverlässigkeit

des Gesamtsystems im Verglei
h zur einzelnen Fotozelle maximal.

Lösung zu Teilaufgabe 3 (8BE)

Abs
hlieÿend soll hier no
h ein Hypothesentest entwi
kelt werden: Dur
h

die Verlagerung des Produktionsstandortes steigt die Auss
hussquote der

produzierten Fotozellen zunä
hst von palt = 0,03 um ein Drittel auf pneu =
0,04 an. Dur
h Verbesserungsmaÿnahmen von Seiten des Produktionslei-

ters soll diese Auss
hussquote jetzt wieder gesenkt werden.

Um die Wirksamkeit dieser Maÿnahmen zu überprüfen, untersu
ht der

Produktionsleiter 850 Rau
hmelder auf ihre Funktionstü
htigkeit. Er prüft

dabei die Nullhypothese H0, dass si
h der Auss
hussanteil ni
ht verändert

hat und unverändert bei p0 = 0,04 liegt gegen die Alternativhypothese,

dass dur
h seine Änderungsmaÿnahmen die Auss
hussquote auf p1 < 0,04
gesunken ist.

Für eine Anzahl X von defekten Fotozellen in der Sti
hprobe, die maximal

einer festgelegten Grenze k entspri
ht, ents
heidet si
h der Produktions-

leiter für die Alternativhypothese, für X > k ents
heidet er si
h für die

Nullhypothese:

k

H1 H0
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k soll jetzt so festgelegt werden, dass der Fehler 1. Art hö
hstens 5%

beträgt. Ein Fehler 1. Art liegt vor, wenn die Nullhypothese zwar wahr

ist, aber abgelehnt wird. Im konkreten Fall bedeutet das, dass X ≤ k gilt,

obwohl eine Auss
husswahrs
heinli
hkeit von 0,04 zu Grunde liegt:

P0,04 (X ≤ k) = F (850; 0,04; k) ≤ 0,05

Unters
heide:

X ≤ k

⇒ z =
k − µ+ 0,5

σ

X < k

⇒ z =
k − µ− 0,5

σ

Wegen

√
850 · 0,04 · 0,96 ≈ 5,7 > 3 kann der Zusammenhang dur
h die

Standardnormalverteilung angenähert werden. Aus der Tabelle kann für

Φ(z) ≤ 0,05 z ≤ −1,6449 abgelesen werden. Mit z = k−µ+0,5
σ

folgt dar-

aus k ≤ 24. Die Verbesserungsmaÿnahmen des Produktionsleiters werden

also dann als erfolgrei
h angesehen, wenn unter den 850 Rau
hmeldern

hö
hstens 24 defekte zu �nden sind.
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Erläuterung: Binomial- und Normalverteilung I

Die Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung eines Bernoulli-

Experimentes, also eines Zufallsexperimentes mit genau zwei Ausgängen. Für ein

n-stu�ges Zufallsexperiment mit Tre�erwahrs
heinli
hkeit p beträgt die Wahrs
heinli
h-

keit für k Tre�er gerade

P (X = k) =

(

n

k

)

· pk · (1− p)n−k,

der Erwartungswert der Verteilung wird über µ = n · p erhalten, die Standardabwei
hung

über σ =
√

n · p · (1− p).

Die folgende Abbildung zeigt die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer binomialverteilten

Zufallsgröÿe X mit n = 10 und p = 0,5:

0.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 k

P (X = k)

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Wahrs
heinli
hkeitsverteilung, sie bezieht si
h

also immer auf eine endli
he Menge n. Jedem k < n wird eine feste Wahrs
heinli
hkeit

P (X = k) zugeordnet, eine Wahrs
heinli
hkeit P (a ≤ X ≤ b) wird dur
h

P (a ≤ X ≤ b) =

b
∑

x=a

(

n

x

)

· px · (1− p)n−x

bere
hnet, dabei werden die Flä
heninhalte der einzelnen Streifen des Histogramms auf-

summiert.
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Erläuterung: Binomial- und Normalverteilung II

Die Normalverteilung

Im Gegensatz zur Binomialverteilung handelt es si
h bei der Normalverteilung um eine

kontinuierli
he Verteilung. Sie erstre
kt si
h über eine unendli
he Menge, jedem Punkt der

Menge wird die Wahrs
heinli
hkeit 0 zugeordnet. Der Graph der Normalverteilung

f(x) =
1

σ
√
2π

e
−

(x−µ)2

2σ2

wird au
h als Gauÿ's
he Glo
kenkurve bezei
hnet.

Die folgende Abbildung zeigt die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer normalverteilten Zu-

fallsgröÿe mit µ = 5 und σ = 1,58.

0.2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x

P (x)

Für n → ∞ konvertiert die Binomialverteilung gegen die Normalverteilung. Für einen

genügend groÿen Sti
hprobenumfang kann daher die Binomialverteilung dur
h die Nor-

malverteilung angenähert werden.

Als Kriterium für die Anwendbarkeit der Näherung gibt es den Satz von Moivre-Lapla
e:

Gilt

√

np(1− p) > 3, so kann die Normalverteilung als Näherung verwendet werden.

Der folgende Graph zeigt die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung einer binomialverteilten Zu-

fallsgröÿe mit n = 40 und p = 0,5. Wegen

√

40 · 0,52 = 10 kann die Verteilung dur
h die

entspre
hende Normalverteilung angenähert werden:

0.1

5 10 15 20 25 30 35 40 k

P (X = k)

© Sabine Euler

http://www.abiturloesung.de/


Seite 7 Abiturloesung.de - Abituraufgaben

Erläuterung: Binomial- und Normalverteilung III

Die Wahrs
heinli
hkeit P (a ≤ X ≤ b) kann jetzt dur
h das Integral der Gauÿ-Kurve an-

genähert werden:

P (a ≤ X ≤ b) ≈
∫ b

a

f(x) dx = F(b)− F(a)

Dabei muss weiter berü
ksi
htigt werden, dass die Verwendung der Grenzen a und b im

Integral vergli
hen mit den Streifen im Histogramm der Binomialverteilung ni
ht die voll-

ständige Flä
he berü
ksi
htigen:

k
a b

In den Integralgrenzen muss also die Hälfte der Breite der Streifen, also 0,5, addiert bzw.
subtrahiert werden, je na
h dem ob es si
h um die obere oder die untere Grenze handelt:

P (a ≤ X ≤ b) ≈
∫ b+0,5

a−0,5

f(x) dx = F(b + 0,5)− F(a− 0,5)

Um das Integral ni
ht für jede Verteilung neu bere
hnen zu müssen, wird die Normalvertei-

lung auf eine Verteilung mit µ = 0 und σ = 1, die sogenannte Standardnormalverteilung,

mit

ϕ(z) =
1

√
2π

e−
z
2

2

normiert. Die Verteilungsfunktion dieser Standardnormalverteilung

Φ(z) =

∫ z

∞

1
√
2π

e−
t
2

2 dt

ist tabellarisiert und muss daher ni
ht jedes Mal neu gebildet werden.

Um die Werte der Standardnormalverteilung nutzen zu können, muss ledigli
h die Zu-

fallsgröÿe der Binomialverteilung normiert werden. Der Erwartungswert der normierten

Zufallsgröÿe soll bei µ = 0 liegen, dies wird dur
h die Subtraktion von µ = n · p realisiert.

Die Division dur
h σ =
√

np(1− p) normiert die Standardabwei
hung auf 1:

P (a ≤ X ≤ b) ≈ Φ

(

b− µ+ 0,5

σ

)

− Φ

(

a− µ− 0,5

σ

)
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